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WISKUNDrcrüPGAVEN 



OPLOSSINGEN 



LEDEN VAN HET WISKUNDIG GENOOTSCHAP 



TER SPREUKE VOERENDE 



,,Eea oüYermoeide arbeid komt alles te boTen'' 



ACHTSTE DEEL. 

1«*« Stuk 



AMSTERDAM 

DELSMAN EN NOLTHENIUS 

1899. 



Ter bavorderlDg eener geregelde toezending van de drukwerken van het Genoot- 
Hbap y worden de leden beleefd verzocht bij verhuizing hun nieuw adres op te geven 
aan den Heer D. COEUNGH , Ondervoorzitter van het Genootschap, Amsterdam, 
Warnixstraat 409. 



De volgende vioeger yerschenen uitgaven zgn tegen de daarbij 
aangegeven prijzen te ontbieden bij den Ondervoorzitter, den 
Heer D. Coëlingh, Amsterdam, Marnixstraat 409, bij v^ien 
men ook klachten inbrengen kan over eventueele onregelmatig- 
heden in de toezending der uitgaven van het Genootschap. 

Feestgave van het Wiskundig Genootschap ter gelegenheid 
van zijn honderdjarig bestaan, bevattende de herdruk van twee 
zeldzame, merkwaardige HoUandsche werken [(Corte onderrich- 
tinghe dienende tot het maecken vande reductien vande tacx- 
custingen tot gereede penningen, om dien-volgende te eysschen 
en ontfangen den veertichsten penning op alle vercochte of 
vervreemde onroerende goeden , volgende tplacaet der Heeren 
Staten van den xxii Decembris 1598) en(Waerdye van Lyf-renten 
naer proportie van Los-renten, geteekent Johan de Witt, 1671)] 
in den handel /6,00 .... voor de leden /3,00. 

Register naar eene wetenschappelijke verdeeling op de werken 
van het Wiskundig Genootschap, Amsterdam, 1888 

in den handel ƒ3,00 .... voor de leden ƒ1,50. 

Grondslag* van een bibliographisch repertorium der wiskundige 
wetenschappen (naar den franschen tekst bewerkt), Amsterdam, 1892 
in den handel ƒ2,00 .... voor de leden ƒ1,00. 

Voordrachten over den Grondslag, per vel 

in den handel ƒ0,30 .... voor de leden ƒ0,15. 

Nieuw Archief voor Wiskunde , eerste reeks , twintig deelen, 
tweede reeks, deel 1 en 2, per deel 

in den handel ƒ 4,00 .... voor de leden ƒ 2,00. 
(De volgende deelen per deel 

in den handel /6,00 .... voor de leden ƒ 3,00, 
en per overcompleete aflevering 

in den handel / 1,50 .... voor de leden ƒ0,75). 

Wiskundige Opgaven met de oplossingen, nieuwe reeks, 
deel 1 — 6 per deel 

in den handel ƒ6,00 ..... voor de leden ƒ3,00. 
en per overcompleete aflevering 

in den handel ƒ1,00 .... voor de leden ƒ0,50. 

Revue semestrielle des publications mathématiques, deel 
1 — 5 , elk van twee stukken k / 4,00 en bij overcompleete stukken , 
T stuk ƒ 2,00. 
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Vraagstiik I. 



L' 16a. Als P een punt is van de bij driehoek ABC behoo- 
rende ellips van SmNSR , vraagt men te bewijsen , dat de nchten , 
door A, B, C evenwijdig met BP, CP, AP of bc et CP, AP, BP 
getrokken , door een punt Q gaan , en de meetkundige plaats te 
bepalen van Q. (Dr. H. van Aübel.) 

Opgelost éoÊT T. J. Allbrsica, Dr. H. van Aubbl, Dr. A. 
J. A. PnANGfi, Dr. C. Stolp €n J. A. Volloraff. 

Oplossing van T. J. Allersma en J. A. YoliiOraff. 

Hen kan den driehoek ABC en de dlips v«n Stbiiisr be- 
schouwen als de projecties van een gelijkzjidigen driehoek AtBiCj 
en zijn omschreven cirkel. 

Ligt nu P, op dien cirkel , b.v. tassohen B, en C, , dan 
trekken we door A, een lechte evenwifdig aan B|P|, die den 
cirkel in Q^ sagdt, en een rechte evenwijdig aan C|P, , die 
hem in R, ontmoet Dan heeft men boog PtCfOi sb boog 
A,R|B| = 120<^ en boog P,B,R| = boog AiQ^Oi = 120°. Dus 
is verder boog PiC,Q, = boog B,P,C| , derhalve boog C|Q, == 
boog B,P| , d. w. z. B,Q| loopt eveawijdig met CgP,. Evenzoo 
vindt men, dat C,Q, evenwgdig is met AiP|,.B,Eti met A|P| 
«1 O^R, met B|P,. 

(HsX men nu terug tot de gegeven figuur , dan volgt Uevait 
terstond de juistheid van het gestelde. Tevens blijkt, dat de 
ellips zelf de meetkundige plaats is van Q. 

Opmbrking. Het is gemakkelijk in te zien, dat alleen de 
ellips van Stbiner de genoemde eigenschap bezit Inuners, 
is om drielMek ABC een wükskenrige «ttips besohrefeB, en 
WiBx. Opo., dl VIII. l 



^^ 
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ligt P op die ellips, in de nabijheid van A, dan bevindt zioh 
het Boijpunt Q der rechten, die door A en B evenwijdig aan 
BP en CP ziJD getrokken, zeer dicht bij B. Zal nu ook de 
rechte uit O evenwijdig met AP getrokken, het punt Q be- 
vatten, dan moet, aan de grens, BC evenwgdig ieijo met de 
raaklijn in A. (J. A, Y.) 

Oplossing van Dr. A. J. A. Prange en Dr. C. Stolp. 

Zijn S, i|, ? de barycentrische coördinaten van P, dan hoeft 
men voor de lijnen BP, OP en AP de vergelijkingen 

— Zx + K^ = Oj nx — Ky-^O, ?y — i|e = . . . i). 

Bij deze drie achtereenvolgens 

?:(a; + y + «) = 0, $(a;4-y + «) = 0, n{x+y + z)=^0 

optellende, verkrijgt men de vergelijkingen 

van de lijnen, die door A, B en O evenwijdig met BP, OP 
en AP getrokken worden. Zullen deze drie lijnen door één 
punt Q gaan, dan moet voldaan zijn aan de voorwaarde 

O : z + K 



O 



K + n O 

= (^+r, + Z)(nZ + ZK + Kn) = 0; 

d. w. z. zoo het punt P niet op oneindigen afistand ligt , zal het 
op de ellips van Stbiner moeten gelegen zijn. 
Uit de vergelijking 

nZ + ZK-hKfi^O .3) 

.volgt nu, dat men Z + K en 5 + »i door en — -- mag 

T^ Z 

vervangen; daardoor kan het stelsel 2) eenvoudiger aldus ge- 
schreven worden 

Uit de laatste vergelijkingen en uit 8) volgt nu onmiddellijk 
yz + zx-\'Xy = 0^ 
zoodat ook het punt Q op de ellips van Steiner ligt. 



OPGAVEN. NO. 1 BN 2. 8 

Tot hetzelfde besluit komt men met betrekking tot het punt 
Q', waarvoor de rechten AQ', BQ' en CQ' evenwijdig zijn met 
OP, AP en BP. 

De punten P, Q en Q' liggen op drie verschillende ellips- 
bogen; wanneer P den boog BC beschrijft, zal Q den boog CA 
en Q' den boog AB doorloopen. 



Vraagstuk II. 

A 1 C. Men stelt de volgende sommen van binomiaalcoefficien- 
ten op: 

'^■■=('7i+('7i+--+r.i- 

enz. 






waarin s en ^t willekeurige getallen ^ m en n geheele getallen zijn. 
Te bewijzen, dat 

«) Qo" -^ Qi* + Q2* + (— ï)*Qr v^^ « < » de waarde 

nul heeft, en voor m =r n gelijk is aan gx^^Sz • • • •^»; 

b) Q," — 2Q2« + 3Q3* ... + (— i)— ^«Q: voor m<n—i gelijk 
aan nul, en voor m=:n — i gelijk aan ^g^^^^z • • •^«•— l ïs. 

(K. Bes.) 
Opgelost door K. Bes en W. Mantel. 

Oplossing van W. Mantel. 

Het verschil van twee getallen, die in den driehoek van 
Pascal in dezelfde verticale rij staan, kan worden uitgedrukt 
door een som van getallen, die in de voorgaande rij onder 
elkander staan ; dit blijkt uit de wijze , waarop die getallen door 
achtereenvolgende optellingen verkregen worden. Men heeft nl. 

In het tweede lid staan g^ termen. 
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Men zeite nu ia deae verg^lgkiag $ — jf^ io plaate ram 8^ 
em trekke af. Dan komt er 

(:)-r/')-cr)-r-r'-)-[(:i;)-c;'iV)K 

-[(:iM-/:t11--Ö-('-'l-;'"| 

De yerschillen in het tweede lid kanneD weer elk als de 
som van g^ coëfficiënten der (m — 2)« orde worden voorgesteld. 

In de zoo verkregen vergelijking zette men s — ^3 in de 
plaats van s, trekke af, en herleide op dezelfde wgze. 2oo 
voortgaande zal men , als er n getallen g zgn ingevoerd ^ ia het 
eerste lid verkregen hebben: Qo"' — Qi" + Q2" — ••• + (— l)*Qr- 
Het tweede lid zal een som van binomiaal-ooëfficiëoten VAn de 
orde (m — n) wezen , en het aantal termen is daar het product 
der getallen g. Wanneer n^m is, dan is elk dier termen O, 
en huo som ook; wanneer m = n is, dan zgn al die ternen 1 , 
en hun som is g^g^ . . . ^n. Hiermede is het onder a) gestelde 
bewezen. 

Stel 

Dan is 

/(.-„„....,.)=f;'')-[('-^-'i^(-^-'")+...j.... 
yt^..„.......)=r;'-)-[f-r")^'~r")+-H«»- 

enz. enz. 

Alles optellende vindt men aan den rechterkant 

Aan den linkerkant heeft men O voor f» < n — 1 , en nis 
m = n — 1 is, de som der producten van (n — 1) der getallen g. 
Daarmede is het onder b) gestelde bewezen. 

In het voorgaande is ondersteld , dat $ > S ^ is en de getal- 
len g goheele, positieve getallen zijn. Tot de juistheid der 
uitkomst doet dit niets af, omdat de vormen Q ten opzichte 
van s en gt veeltermen agn. 
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Vraagstuk III. 



L'lfrC. Een omwenteHngshyperbololde te bepalen, welke de 
gegeven kruisende rechten a en ^ bevat, en waarvan de as even- 
wijdig is met een gegeven vlak. (J. Cardinaal.) 

Opgelost door T. J. Allersma. J. Cardinaal, J. Stein en 
Dr. C. Stolp. 

Oplossing van J. Stbin en Dr. C. Stolp. 

Trek door een punt van a een rechte b' evenwijdig aan 6; 
deel den hoek van a en b'y als ook zijn supplement, midden 
dbor. Breng door de deelljjnen vlakken Y en Y', loodrecht op 
het vlak ab\ Elke rechte, die a en 6 onder gelijke hoeken 
a kruilBt, loopt evenwijdig met een der vlakken V en V', dus 
ook de as der hyperboloïde. De snijlijn van het gegeven vlak 
met V of met V' is dus evenwijdig aan de as der hyperboloïde. 

Breng nu door a en b vlakken evenwijdig aan de gekozen 
as ; deze vlafaken sefjn raakvlakken aan den keelcirkel der hyper- 
boloïde. Hunne snijlijn c loopt evenwijdig met de as en wordt 
door a en b onder gelijke hoeken a gesneden. 

Trekt men nu uit de snijpunten A en B rechten, die 6 en a 
onder een hoek 2a snijden , dan liggen de twee verkregen snij- 
punten op den keelcirkel. Men behoeft nog slechts in die 
punten loodlijnen op de overeenkomstige raakvlakken op te 
richten om het middelpunt der hyperboloïde te verkrijgen. 

Opmbrkikgek. I. Bij oplossing van dit vraagstuk langs den 
analytischen weg kan men de afstandslijn van a en 6 tot Z-as 
en het midden van deze lijn als oorsprong nemen. Men late 
dan de vlakken XOZ en YOZ gelijke hoeken met a en & 
maken. . (T. J. A.) 

IL Zooals men weet , is de meetkundige plaats der punten , 
die op gelijken afstand van de rechten a en 6 liggen, een 
hyperbolische paraboloïde. De beschrijvende rechten dezer 
paraboloïde zjjn de assen van alle door a en & gelegde omwen- 
telingshyperboloïden. Men bepaalt de beide oplossingen door 
een raakvlak evenwijdig aan het gegeven vlak aan te brengen. 

(J- C.) 
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Vraagstuk IV. 

L' 17 a. Gegeven zijn twee kwadratische oppervlakken die elkan- 
der aanraken. Waar moet men het projectiecentrum C plaatsen, 
opdat de centrah projectie der snij kromme een dubbelpunt en een 
tangentieel punt (dubbelknoop) vertoonen ? Hoe moet men C plaat- 
sen, opdat deze twee punten samenvallen? (J. Cardinaal.) 

GploBsing van J. Cardinaal. 

We denken ons eerst het projectiecentrum O willekeurig 
geplaatst. De projectie der bikwadratische snijkromme C^ is 
dan een vlakke kromme C/ met drie dubbelpunten ; we gaan 
nu eerst na, onder welke voorwaarde twee dezer punten samen- 
vallen. Bg willekeurigen stand zijn de beide koorden, die uit 
G naar C^ kunnen worden getrokken , twee rechten eener hyper- 
boloïde, die het projectievlak in de dubbelpunten A, en B, 
snijden. Zal A, met B, samenvallen, dan moeten de rechten 
GA, en GB, zich vereenigen, hetgeen alleen bij een kegelvlak 
mogelijk is. 

Het derde dubbelpunt P, is afkomstig van den projectiestraal , 
die C met het dubbelpunt P van C^ verbindt. 

Het punt G moet dus op een der beide door G^ gelegde 
kwadratische kegelvlakken liggen, die P niet tot top hebben. 

Wenscht men nu, dat het punt P, met de dubbelpunten A, 
en Bi samenvallen , dan moet men G langs het genoemde kegel- 
vlak verplaatsen, totdat het gekomen is op de beschrijvende 
rechte van den kegel, waarop P ligt. 



Vraagstuk V. 
D 2 b ^. Men vraagt te bewijzen dat 

-lg(l + COSJC)=tfo «i + — «2 «3 IS, 

2 3 5 7 

wanneer 

ÖQ == 2 cos X 
en 

2 C0S(2« 4- l)-* 2C0S(2« — l) X 

a^ — a,-..i = — 1 

2n-\- 1 2« — I 

is. (Dr. W. Kapteyn). 



OPGAVEN. N». 4 en 5. 
Oplossing van Dr. W. Kapteyn. 



Stelt men 



^ /* ' 1 — cos » cos (2n + 1) » , 
o. = 2 ƒ f^. — ^ '-^dp, 

dan is 

„ /•"* co8(2n- 1)» — co8(2n+ l)p 

ff. — a_i = 2 ƒ ^^ ^ ^ i- co8|> dp 

J sini? 



— E, 

= 4 ƒ * coB p sin 2np dp = 2 ƒ ' [sin (2ii + l)p f sin (2n — l)p]dp 

_ 2 COS (2»t + 1) a? 2cos(2n — l)a? 
~ 2n + 1 ■• 2n — 1 * 



Bovendien is 



TT 

= 2/ '^P fjip = 2ooBX. 

J 8»'»1> ^ 



Men heeft dus 



o 5 oj (2n4-l)8inp 

* . f> 

ir 

_ 2 P <^.P ^. ^v. t - C08;>c08(2n4- l)p 
j sinp o 2n+l - 

Stelt men hierin 

• cos (2n + l)p _ cosp cos 8p cos 6p ^ ir') 

r" ^* 2n+l "'"l 3~^"5 •••-T' 

dan wordt 

.. ^> J- ^2 '^ r 1 — CQ8.P ^ 'T 1«/1 . «na^\ 



I) Zie bT. YEtLDAMf Summarium der Qonumetrie en TVigonometrie , bl. 60. 
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Vraagstuk VI. 
G 1. De Abebche integraal 

2X — y — ys 2X—y-^Yi ydx 



I 



2X + y—ys iX+y-^-Vs J^— i 
O.VS 

te bepalen , wanneer 7* — ^ -}- 2x^ = is. (Dr. W, Kaptkyn.) 
Opgelost diw Dr. W. Kaftbyn en J. Stbin. 

Oplossing van J. Stein. 

Da kmmme y' ~ 3y + Zar' = O is vao 't geelaehfc tm. Stel- 
len wg yz=:tx, dan yerkrggen wij 

a? = , V* = , xdx := 3 -= dL 

Yoor de bovenste grens, 

3^ 3^ 

ar = l, y = l, »^5-p2 = l,^;j-p^=l,du8«=l; 

voor de benedenste grens, 

x = 0,y = K3, is ^-5-^ = 9, ^j-p2 = 3, du8^ = Q0. 

Door dé functie onder 't integraalteeken te schrgTen in den 
aJ(2 — ft» — 3 f . a?<to 
^^"" x^2 + Q» — 3 ' ^«a:» — r "^'^ ^^^ terstond, dat zij rati- 

ooasl 18 in < en dt 
De substitutie geeft nu 

'j 2<» + 2<— 1 «» + 2 

OD 

Door ontbinding in enkelvoudige breuken yerkrggt men 

1 

I=,/*[,(_12+7KS) j^^, +H-12-7K8) ^^jijpg + 

82-i-24y^2-H9y^4 1 

"^^ 18 * < + -p^2"^ 

/ g4— 24^2— 19y^4 38+32y^2- 48-|^4 \ 1 1 

\ 1» 18 )fl-tf^2-\-ifi^4' 
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De integratie-weg geeft geen moeilgkheid, daar de fanctti 
overal eiodig blgft , en in 't «MDdige van de orde t-* is. De 
logarithmÏBche termen vallen dus in het oneindige tegen elkaar 
weg. Het resultaat wordt 

I=i(-l2+lV3)\oe(^-iVB)+ii-l2-TV9)\og(i+iV9) + 

12K8 U ^^ V^S )' 

waarvoor men schrijven kan 

i=4i.g2+jv»...g4±^-»H±?i^±ia^N.+ 



Vraagstuk VII. 

O 4 d. Men vraagt het lijnelement der hyperbolische parabololde 
XV =^az in den vorm 

te schrijven. (Dr. W. Kaptkvn.) 

O p 1 o B i n g van Dr. W. Eapteyn en Dr. J. de Yribs. 

De rechten van het eene stelsel hebben tot vergelijkingen 

a; = w' , wy = 02. 
Kiest men als tweeden parameter den afstand u van een 
punt van het oppervlak tot de X-as, dan heeft men 

au tru 

^ Va' + tc^' Va^^-w' 

Nu wordt 



dv^. 



Ten einde den verlangden vorm te verkregen , stelt aien nog 

adw 
-z ; = at?, 
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of 

» = bgtgir; 
dan wordt 

cfo^ = dtt» + (m» + a^ 860» v) dv\ 

Uit dezen yorm blijkt , dat 14 = const. de rechthoekige door- 
sojjdingékrommen der regelschaar v = const Tooratelt. 



Vraagstuk VIII. 

061. Op het pseudospherische oppervlak, waarvan het lijn- 
element bepaald wordt door de formule 

wenscht men de geodetische cirkels te bepalen, waarvan de krom- 
ming de gegeven waarde — bezit. (Dr. W. Kapteyn.) 

P 

Oplossing van Dr. W. Eapteyk. 

Wanneer het Ignelement gegeven is in den vorm 
cfaa = Edw» + 2Fdvdv + Grfr% 

dan heeft men eerst twee functies M en N te bepalen, die aan 
de vergelgking 

— KEG — F»,= ^^ ^ 

p du dü 

voldoen, verder de differentiaalvergelijking 
E (N + j)« - 2F(N + 9)(M -f p) + G(M +p)^ = EG — F« 

op te lossen, waarin p en q voorstellen -^ en -^, en ein- 

delgk de afgeleide dezer oplossing naar de willekeurige con- 
stante gelijk te stellen aan eene nieuwe constante (zie Darboüx, 
Le^ons III, p. 145). 
In bovenstaand geval is 

E = a*, P = 0, G=aV% H = aV, 
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dus moeten M 'en N bepaald worden uit 

aV ÓN ^M 
p du dr* 

We kunuen blijkbaar nemen M = 0, N = — ^. 
De differentiaalvergelijking wordt dan 

Stellen we om hieraan te voldoen 

ö = C»-|-F(m), 
dan wordt 



P» + (- 



Dus is 



= a». 



Hieruit volgt 

(— -f- CerAer-du 




C', 



p 

z<x>dat de gevraagde krommen worden voorgesteld door de 
vergelijking 



V 

Stellen we hierin 



_^|/^_(^^o^)'=o.. 



f = 5, e— = n, C' = A, -—=-1, 

pC 



dan komt er 






Hieruit wordt de conforme afbeelding der geodetische cirkels 
op het platte vlak aaagewezen. 
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Opmerking. Het iv tm iMtreurm» dat d9 p ,1^ 

detiflche cirkels" aan twee veraehilleiule stelsels yan krommen 
is toegekend. Darbohx bedoelt krommen, waarlangs de geo- 
detische kramming standvastig is, Biakchi en Stahl bedoelen 
krommen, waarvan alle punten gelijken geodetisehen afstand 
hebben tot een* vast punt. Voor oppervlakken met constante 
totale kromming geven de beide bepnliitgen deaelMe kmoMaen. 

(Rbd.) 



Vraagstuk IX. 

H 2 C. Te integreeren de gelijktijdige differentiaalvergelijkingen 
dx dy ds 

dx dy dt 



{x — a)Vyi^{y — a)V^{s — a)Vz 

waar X = ^jc* — ^^ — ^3 is, terwijl Y en Z de uitdrukkingen 
voorstellen , welke men verkrijgt als men hierin x door y of door 
s vervangt. (Dr. J. C. Klüyvkr.) 

Opgelost door Dr, J. C. Kluyver en J. Stkin. 



Oplossing. 

Wg besohottwen g^ en g^ als de invarianteB eener p-fiinotie 
en stellen 

x = pu^ y = pv, z = pw, a^puy 
dus 

X = p'»M, X = p'H, Z = p'^w. 

De yergelgkingen gaan dan over in: 

du-^-dv +(£«? = O, 

du dv du? 

^ !!! 1 ï^ü — =0. 



pu — pa pv - pa pw —pa 
De eerste ve^elyking geeft tentond 

« + t> + i» + o,==0 1). 
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Diiar 

iB, gaat de tweede Tergelgldiig over in: 

aangezieo de term 2Za(du -{-dv-^ dw) wegTRit. 
De tveede veigelgkiDg baefi; tot integraal 

g(ti + a)a{v + a) g(tg + a) <y(g| + «) _ _ «. 

a{u — a) a{v — a) tr{w — a) a{i\ — «) ~ 2 • • • h 

waarin het eerste lid deor ieevee giu g van den constanten factor 



Mfii^éii 



eene dubbelperiodieke ftinctie yan a is gewerden; 



a(^, — a) 

i w i nw c, = - (11 -f t> + «^). 

Vecgel^king l)kMi nn TervMigeB worden door ^(i««i;,m?,C|)=: O, 
en yergeiyking 2) door f^{u, r, tr, — u) = c^^^ (w, v^ 1», a) (HAt- 
PHBN, Fonct EIL I p. 218), waarin 

1 pu p'u p^u 

1 pv p'v p^v 

1 pw p'uf p"w 

1 pi« pV p''/» 

De o<»6pronkel^e veranderlgken zijn derhalve verbonden 
door de beide vergelijkingen 



^(n, V, W, Hl) = 





V% VY 


vz 


l^C 






^ y« 


^ 


c» 


= 0, 




» y 


z 


c 






1 1 


1 


1 




Kx ky i^z — Vl 




KX Ky Vz ka 


x« y« a» «» 


= c 


ar» y* e» a> 


X y « a 


a 


« jr * a 


1 1 


1 1 




l 


1 11 



A = 4«'-y^ — y,, = 4c'- ^ac — ^. 
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Voor de eerste yergelijking Bchrijyen wij 
VX Vy Vz Vc 



=0. 



(y-xY.z-xXc-x) (z-u)(x-y){c-y) {x-z){y-z){c-z) {c-xtc-ytc-z) 
De deeling door {x — y){y — z) {z — x) (c — x) (c — y) (c — z) 
\% verricht om de oplopsingen van ^3(11, Vy Wj c,) = O te eli- 
mineeren , die niet aan de eerste diiFerentiaalyergelijking yoldoen. 
De tweede yergelijking wordt zonder moeite herleid tot 
(a^y)(a—z) (a—Zj(a-x) {a^x){a--y) 

{x-^y){x-zy^^{y-z){y-xy^+{z^x) {z-y) ^^ = «<>«»* 



Vraagstuk X. 

08j. Kunnen de hoofdnormalen eener ruimtekromme tegelijk 
de binormalen zijn van eene tweede ruimtekromme? 

(Dr. J. C. Kluyver.) 
Opgelost door Dr. J. C. Kluyver, W. Mantel en J. Stein. 

Oplossing van J. Steik.- 

1. Het regelvlak der binormalen eener ruimtekromme heeft 
de eigenschap, dat de kortste afstand van twee opeenvolgende 
richtlijnen een element is van de strictielijn. Die strictielijn 
is namelgk de kromme zelf, daar elk element loodrecht staat 
op twee opeenvolgende binormalen. Het regelvlak der hoofd- 
normalen van de eerste kromme (a) moet dus de genoemde 
eigenschap bezitten; zijn strictielijn is dan de eebige kromme (6), 
die aan de voorwaarde voldoet. 

2. Laten Xy y^ z A^ coördinaten van een punt van [a) voor- 
stellen, £, i|, ^ die van 't punt van (6), dat op de hoofdnor- 
maal van {Xy y, z) gelegen is; p den afstand van {x, y, z) 
tot (S, ii, ^; A, fi, V de richtingscosinussen der hoofdnormaal. 
Men heeft dan 

5 = a: -p A/9 , d^ = dx -{- \dp + pdX , 
»ï = y + /"/=>) dri = dy -{- fidp + pdfA y 
Z = z -{- vpy dZz= dz'\- vdp -f- pdv. 
De coördinaten $, 1}, ^ moeten nu voldoen aan de voor- 
waarden : 

\dï. + (idr,-\-vdi: = Q, 

d\d%-\-dndn-\-dvd}i = Q. 
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De tweede is verkregen door op te merken , dat de richtings- 
cottinussen der hoofdnormaal van {b) evenredig zgn met de 
afgeleiden van X, ^, v naar den boog (Formule van Frbket). 

Hierin de bovenstaande waarden voor d^, <iii, dti substitu- 
eerende, vindt men 

(Xdx + fidy + vdz) + (A* + /u^ +- v*)rf/> + {\d\ + fxdfi + vdv)p = O, 
{dXdx + dfidy^dvdz) + {\d\^-^d|l+vdv)dp 4- {dX^^df^^-dv'^p = O , 

Uit de eerste vergelijking volgt 

dp = 0. 
Uit de tweede 

d\dx + dfidy + dvdz 

Rtelt K de kromming, r de torsie voor, dan moet, met het 
oog op de formules van Frenbt , de kromme (a) voldoen aan 
de voorwaarde 

r 

= const. 



IC^ + T^ 

8. Men kan ook uitgaan van de kromme (b). Stelt nu 
(o?, yjZ) een punt van (6) voor, (£, i|, Z) het overeenkomstige 
punt van (a), en zgn a, /3, 7 de riohtingscosinussen der binor- 
maal van {h) in ^t punt (x^ y, z), dan heeft men 

g = a: + a/o , di = dx '\' adp -f pda , 
,i = y + 0/>, dfi = dy + fidp + pdfi, 
C = 2r +• 7P , dZ =dz+ ydp -|- prf^. 

Nu moet de kromme (a) in ($, i|, Q vooreerst loodrecht 
staan np de binormfial (o(, /3, 7); vervolgens moeten twee opeen- 
volgende elementen met deze zelfde lijn in één vlak liggen. 
Derhalve is te voldoen aan 

(dx + adp -I- pda)a f (dy + (idp -h pd(i)fi -h {dz 4- y^/) + prfy)^ = O , 

waaruit volgt dp ^ O, en aan 

dx -f pda dy + ^d/3 rf^ + pdy 

a P 7 =0. 

<ftc -I- p*a flPy -H pd^fi d^z -\- pd^y 

Neemt men raaklijn, binormaal en hoofdnormaal van (ar, y, z) 
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•aIrtereeovolgMu tot X, T es Z-m, dan Tiadt Bfien gvoukkelgk 
met behnlp tm ie fiMimdes tso FBurir 



1 O —rp 

O 1 O 

TKft T*p K — t'p 



= 0, 



, dr . 
wunB r = -— IB. 

Voor de kromme (b) vinden vg dus de Toorwiarde: 
Ki^p^ — T p -f- K = O , p = const. 

Vraagstuk XZ. 

06h. Aan te toonen, dat er mioimaaloppenrfekkea sijn, die 
aaea kan laten oatstaan door een bew^ing van een verandeiiyke 
schroeflijn met standvastigen spoed, die OX blijft sneden , en waar- 
van de as in XOZ en evenwijdig aan OZ blijft. 

(Dr. J. C. Kluwer.) 
Opgelost door Dr. J. C. Klüyver en J. Stein. 

Oplossing van J. Stein. 

Wij knnnen de veranderlijke sohroeflijn voorstellen door: 

X = ^(m) -|-MC08c,y=:w8int?, z = kv; 

tl en f zga dan kroml^nige coördinaten op het bedoelde 
oppervlak. Deze moeten nu voldoen aan de voorwaarde 

EG' - 2FF + E'G = 0. 

Hier is achtereenvolgens t 



dx bx dy èy öz è« a — f^^'Y (^^Y f^^\* 
7' ^-[w '^X^i "^Id^l ' 



dti do dw do du d 



^ . d»s , „dV ^d»« 
d«* d««^ dl*» 
^, . d»x „ d% « d»2 „, . d»* „ dV „ d»« 
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èy 02? dy è« 
dtt è» dr du' 

02? da? iz ix ^x dy da? dy 

dtf dv dr dl/ * du dr dr du* 

Bepaalt men deze grootheden , en substitueert de gevonden 
▼ormen in de bovenstaande vergelijking, dan bekomt deze de 
gedaante : 

Schrijft men hiervoor 

\du) udu ^ 



du [\du 
dan levert een eerste integratie 



m- 



(^) 



1 



Dus heeft men verder 



dé = dul/-T — rz , of, 



vooru^sstr, 



(ir + ltP)dw 

^* ^ V\w{w -h A»)(fr +> -c). 
Stelt men, om het elliptisch argument in te voeren , 

ir = p« — e„ j 
w + V^ = p8 — ep. <?a + ^/3 + ^ = ö» 
ir + i? — c = p» — «^^ 

dus p'*« = 4(p« — ^J(p8 — ^^)(p«- «y), 

dan wordt 

De bedoelde oppervlakken worden dus voorgesteld door 
WiMt. Opo., dl VIII. 2 
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x=^ Zs + stp + cos V Vps — e^ , 
I y = sin v Vps — e^ , 
z =kvj 

p'^8^4(p3 - ejips -- ep)(ps — «^); 
^a + ^/3 + ^ = 0; i5„ — é?p = ia. 

Een bgzondere oplossing is c= O, ^2=^3» ♦=«*; a? = «/(!+ cos r), 
y = ttsin9, z=:kv] dus het horizontale schroefvlak 2= 2A;bg tg ^. 
Ook Toor ^ = O vindt men een dergelijk schroefylak. 

Vraagstuk XIL 
H 5 d. Men vraagt de differentiaalvergelijking 

te integreeren. (Dr. S. LsvaNEN). 

Opgelost door J. Stein en Dr. J. de Vries. 

Oplossing van Dr. J. de Yrirb. 
De gegeven vergelijking kan omgezet worden in : 

y"-'iy ^ 2/ ,. 

sin X H- cos x sin a? — cos ar 

Stellen wjj de gemeenschappelijke waarde der beide leden 
door ^(x) voor, dan is 

y" — 2y = (sin x + cos x) f(x) , 2) 

2y' = (sin x — cos ar) f(x). ....... 3) 

Uit 3) volgt 

2 y" = (sin x — cos x) ^\x) f (cos x f sin x) ^x) . . 4) 
In verband met 2) vinden ifjj dus 

4 y = (sin X - cos x) ^\x) — (sin x \- cos x) ^{x) . , . 5) 

Door 5) te difFereiitieeren en gebruik te maken vnn 3), ver- 
krijgen wij ten slotte 

♦» = ♦(*) 6) 
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Dub i8 

#(x) = A«* + Bé^. 

Uit 5) wordt dan voor de integraal der gegeven vergelijking 
gevonden 

y 3= Cjg^ COS X + Cj^""* sin x. 

Opmbrkivg. Wanneer wij de gegeven vergelijking vervan- 
gen door 

(cos X — sin x) iy" — 2y) + 2 (cos x + sin x)y' z= O , 
dan vinden wij gemakkelijk y^^ + 4y = 0. 

Oplossing van J. Stein. 

Wg stollen x — — = Uj en brengen daarna de vergelgking 
tot den normaalvorm door de substitutie 

y = zr =zïïinu. 

Dan wordt verkregen 

i ^ - ^ 
2 du^ "" sin *ii 

Deze vergelijking ontstaat uit de vergel jjking van Lamé, 

1 d^z 

door de substituties 

^,52 1 r 

fl = I, * = -g» «1 =g^» ^2 = ^8 = — g^J W, = — , Wa = W, = QO. 

Nu is (zie Appell et Lacour, Fonct. EU., p. 345) de op- 
lossing van 

1 d^z 

gegeven door 

au * au 

In het gegeven geval is nu 

(tu = ^•^ sin tl, Zu = cotg u + ^M, 

2* 
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4 



dus 



^sin 



u = C| sin lu + ^J«— + Cj sin lu - ^J é?". 



De gegeven vergelijking heeft dus tot integraal 
y = C, «■"• sin « + Cj e* cos x. 

Vraagstuk XIII. 

R 9 b a. Een volkomen veerkrachtige bol stuit met een snelheid 
van 5 M. per sec. tegen een even grooten, stil liggenden bol. 
Gedurende de aanraking drukken de bollen tegen elkaar met een 
kracht , die evenredig is met de indeuking. De^rootste waarde der 
indeuking is o,oooi M. Hoelang duurt de aanraking? 

(W. Mantel.) 

Opgelost door W. Mantel, J. Stein en Dr. C. Stolp. 

Oplossing van J. Stein. 

Wij onderstellen, dat de botsing centraal is en de bollen 
geheel van dezelfde samenstelling zijn. Wij nemen den meter 
als eenheid van lengte, de seconde als eenheid van tijd aan 
en stellen de massa van eiken bol gelijk aan één. De eerste 
bol bewoge zich in de richting der X-as; zjj X| de rv-coordinaat 
van 't middelpunt van dezen bol , x^ die van den tweeden bol. 
Zij 8 de indeuking van een der beide bollen ; de drukking kan 
dan door k^s voorgesteld worden. Nu is 
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Stelt r den straal yan beide bollen voor , dan is ^2 ^ ^i = 2r — 28, 

dus ^ l^ ' = - 2-;;; =2 A««, 

en « = C, cos Af + Ca sin At 

In 't begin der botsing is f = 0, « =0; dos C, =0. 

Het maximum van s is 0,0001; dus 02 = 0,0001. 

Verder is de tijd van aanraking T = » • A. 

Als 8 zijn maximum fieeft, is de snelheid der beide boUen }; 
dus hun gezamenlgke levende kracht is dan ^. De arbeid der 
krachten is dus -^ — ^ = ^ geweest 

Dezen arbeid yinden wij eveneens uit 

2AM«*ï = A»xlO-». 






Dub A»x10-*=V- 

A=|.10*; T = ^= 25^ = 0.0001267 aeo. 



Vraagstuk XIV. 

A8j. Zijn alle wortels der vergelijkingen 

/(x) s agX" + a,«"-i^ + a^-*y* + ««ƒ" = o , 

g(x) = ^0** + ^i*"~b' + ^j«""" V . . • • + *»y" = o 
bestaanbaar, dan heeft ook de vergelijking 

enkel bestaanbare wortels. (J. Neuberg). 

Oplossing van W. Mantel. 

Indien f(x^ y) voor m bestaapbare waarden der verhouding 
x:y nul wordt, dan zullen, volgens de stelling van Rolle, 
fg en f, voor (m — 1) waarden van x:y nul worden. Hierbij 
ligt telkens één wortel van f\ tusschen twee op elkander volgende 
wortels van f\. Want voor twee zulke wortels heeft /(x, y) 
verschillende teekens; dit geldt dus ook voor yf^, dat gelijk 
aan mf(x^ y) — xfn. 

De verhouding ft, : f\ doorloopt dus alle bestaanbare waarden 
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(m — 1) keer aU x:y dit ééu keer doet. Derhalve heeft de 
Tergelgking 

(m — 1) bestsaobare wortels. 

Wordt deze stelling toegepast op het eerste lid^der voorgaande 
yergeljjking , dan ziet men, dat de vergelijking 

( A - />./%) - P.{f% - Pj%) = o 

(m - 2) bestaanbare wortels heeft. Op deze vergelijking kan 
de stelling weer worden toegepast en zoo voort. 
Algemeen heeft dus 

è*/ è»/ è»/" 

louter bestaanbare wortels , wat met het gestelde overeenkomt , 
daar men kan onderstellen , dat pi {i = 1 tot n) de wortels zijn 
van g{x) = 0. 

Vraagstuk XV. 

K 20 d. Men vraagt , de uitdrukking 

cos {x — tfj) cos {x — tf 2) • • • • ^^s (* — ^») 
cos {x — ^,) cos {x — ^2) . . , . cos (x — ^») 
te herleiden tot den vorm 

*o + ^! tg (ar — ^1 ) -j- ^2 tg (x — ^2)'. ..k^tg{x — dm) , 

waar ki grootheden zijn, die niet van x afhangen. 

(J. Nkuberg). 

Opgelost door T. J. Allersma, Dr. A. J. A. Prange, J. Stein 
en Dr. C. Stolp. 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 

Wanneer men in de uitdrukking 
p ^ cos (a? - a,) cos (x -^a^).... cos (x — a») ^ 

cos (x — b^) cos {x — 62) • • • • ^^8 (a: — 6») 
alle cosinussen ootwikkelt, vervolgens teller en noemer door 
cos "o; deelt en dan de breuk als functie van tg o? beschouwt , 
zal men, na splitsing in gedeeltelijke breuken, een uitkomst 
krijgen van den vorm 
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-pM == Crt-f • - h h A 

tg a? 4- cot 6, tg a; + cot 62 tg o; + cot 6,' 

Op elk der afzonderlgke breuken kan men de Yolgende her- 
leiding toepassen: 

1 sin b cos x sin b cos [b + (x — b)] 

tg X + cot & cos {x ~6) cos (x — b) 

sinifcosJcosCj;— i) — sin 6 sin (a?— 6)1 . ^, . -, , ^ ,v 

= ^ — , ^ ^, ^^ ^ssX sin 26 — sin*6 tg(a?— 6). 

cos (re — 6) '' ov / 

De yergelijking 1) wordt dan veryangen door 

P (x) = Co + i icisin 2bk— 2c* sin«6* tg (a? — 6») , 

1 1 

of , na samenvatting yan grootheden, die niet yan a; af hangen , 

F(a:) = *-of A-,tg(x— J,) + A:,tg(a:-6^+... + t.tg(a:-ft.)----2). 

I^u de mogelijkheid der gevraagde herleiding is aangetoond 
(natnorlijk moeten de 6's in grootte yerschillen), mag men de 
methode der onbepaalde coëfficiënten toepassen. 

Vermenigvuldigen wij beide leden van 2) met cot (x — fr|) 

en stellen daarna a? = 6, + — -, dan houden wij in het tweede lid 

alleen k^ over. Wat het eerste lid betreft, yinden wg uit 1) 

cos (x — Al) « . . cos (x — a,) cos (a? — a^) . . . . cos (a? — «,) 
h (x) =z 



sin {x — 6^) sin (x — 6,) ' cos (a? — 62) .... cos (a? — ft») ' 

ir 
derhalve is yoor a? = 6, + — - 

A-, ^ sin (d, — ö,) . -r-TT 7 . . ., i-T r-j^ rr . . . . o) 

' siu (62 - ft,) sm (03— 6,) . . . . sm (6«— 6,) 

Voor de berekening van Ar^, Ic^ enz. kan men op dezelfde 
wijze te werk gaan , maar de uitkomsten worden gemakkelijker 
door verwisseling van indices uit 3) gevonden. Zgn al die 
waarden bepaald, dan kan men kg vinden door aan x een be- 
paalde waarde te geven. Voor x = b.v. heeft men 

. ko=^F{0) + k,tgb,+k,teb^.... + k^tgb». 
Voor ^ = "o g«eft 2) een dergelgke vergelijking. Wil men 
een term minder hebben , dan nïoet men aau x 6f een dei^ 
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waarden bk gayeo , óf een der waarden ai + ^, die F (x) tot O 

maken. In het laatste geval komt er 

A-o= i, cot {üi — fc|) + A-2 cot (a — 6^) -|- . . . . + A, cot {ai — 6,). 



Vraagstuk XVI. 

5 c. Door de snijlijn van het gegeven vlak ir met het raakvlak 
a van een gegeven oppervlak Z brengt men een vlak a\ dat lood- 
recht staat op «. De on hullende der vlakken a is een tweede 
oppervlak s\ Men vraagt te bewijzen , dat de nonnalen van z en Z' 
in twee overeenkomstige punten elkaar snijden. 

(J. Neubisrg). 

Oplossing van J. Neubbrg. 

We nemen w tot XT-vIak , en wjjien door (x, y» z) een punt 
van 2 aan , door p en q de afgeleiden van z naar x en y. 
Het vlak e wordt dan voorgesteld door 

Z — « - p (X — a?) — j (Y — y) = O 1), 

het vlak a door 

mZ- z —p (X — a?) — j (Y - y) = 0. 

Wegens don loodrechten stand van a en a heeft men evenwel 
te voldoen aan p'-H9' + M = 0. Derhalve is do vergelijking 
van a' 

(p^ + q^)Z + z+p(K---x) + q(Y^y) = 2) 

De doorsnede van o' met het vlak a dat door het punt 
(x + dxj y -^dyj z-^-dz) van S bepaald is, wordt voorgesteld 
door 2) ep 
(2pdp-f 2jrfj)Z4-rf2f + (X— a:)dp + (Y— y)rfy— pda;-jrfy = 0. 
Wegens dz = pdx + qdy kan hiervoor geschreven worden 
(2pZ + X - a;) dp + (2jZ + Y — y) rfj = 0. 

De bedoelde snglijn beantwoordt dus , voor elke waarde van 
dpidq y aan de voorwaarden 

2pZ + X — a? = 0, 2yZ-f Y — y = 0..,. 8) 

Yoor het raakpunt H' van a' met 2' beeft men uit 2) en 3) 



OPGAVEN. N«>. 16-17. 25 



z = 3-hr.x = rr_;3^,Y-y-^^=:ïi:5-...4). 



Om de beteekenis ?an deze betrekkingen gemakkelijk to 
kunnen inzien, laten we de as OX samenvallen met de snij- 
lijn van a en ir en leggen het ylak YOZ door het raakpunt 
M van a. 

Daar men nu beeft x = 0, p ^ O en zss qy, gaan de ver- 
gelijkingen 4) oyer in 

X = 0, Y= - y, Z = ^. 

Uit de eerste dezer betrekkingen volgt, dat M' ook in het 
vlak TOZ ligt; de qormalen in M en M' moeten elkaar dus 
snijden. 

Uit de tweede betrekking blijkt verder, dat de rechte MM' 
door OZ wordt middendoor gedeeld. Daar nu MOM' een recl^te 
hoek is, moet het snijpunt der normalen op OZ liggen. 

OPMERKiNa. De overeenkomstige transformatie in het ylak 
is door Cesaro, onder den naam van ,,transformation ortho- 
tangentielle'\ behandeld. 



Vraagstuk XVII. 

L^ 16a. Door de hoekpunten A, B, C van een driehoek trekt 
men drie rechten , welke de overstaande zijden in A, , B, , C, 
snijden en met AB, BC, CA, in denzelfden zin, den hoek 9 
vormen. Men trekt verder de rechten, die symmetrisch zijn met 
AA,, BB,, CC, ten opzichte van de rechten, die de hoeken 
A, B, C middendoor deelen; zij snijden de overstaande zijden 
in drie punten Aj, B^, C^, welke met A, , B, , C, door een kegel- 
snee 2 kunnen verbonden worden. 

Voor welke waarden van O ontaardt 2 in twee rechten ? 

De omhullenden te bepalen van de zijden der driehoeken 
A,B,C, , AjBaCj en van de rechten B,C2, C,A,, \B^. 

(J. Neuberg.) 

Oplossing van T. J. Allbrsma en Dr. A. J. A. Prangb. 

I. Wij nemen ABC tot asaendriehoek aan. Stellen wij ter 
bukortiug 
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r = cot ö , 
a => sin (A — 0) : sin = r sin A — cos A , i , , 

/3 -— sin (B — 6) : sin = r sin B — cos B , 
7 = sin (C — 0) : sin = r sin C — oos C , 
dan worden AA, , BB, , CC, voorgesteld door 

y = az , z = Px , x = yy, 
AAj , BBj , CCj door 

« = ay , x = ^ , y = yx. 
Het lijnenpaar AA, , AA, heeft dus tot vergelijking 

Hieruit blgkt terstond , dat de zes punten A, , A, , B, , B, , 
C, , Cj verbonden worden door de kegelsnede 

S = a:» + y« + «»- (a + ^) y2 - (/3 + ~\ zx - [y + ijxy-0..2) 

Deze vergelijking zal twee rechte lijnen voorstellen, wan- 
neer voldaan is aan 



— 2 



y 



y + 



1 



ii + 



J 



— 2 



^ + 



« + 



a 



« + — 
a 



- 2 



= O . . 



3) 



Duidt men den ondordeterminant van A == ±: S rf|irfa2''33ï ^*® 
bij dik behoort, do)r het teekeu I).^ aan, dan heeft men de 
betrekking rf,,A = 022^^33 — ^^^3» ^f 

rf,, A = (^1,^33 — rf«,3) (^,,'/22 - rf*,2) — (^11^23 " ^^u'/is)*- 

Hieryan gebruik makende, kan men 8) vervangen door 
«2 (^2_ i)« (^2 __ 1)2 _ |-^(|32 + 1) (^2 ^ 1) + 2/37(a^ + 1)P = O. 

En nu blgkt gemakkelijk, dat deze vergelijking kan herleid 
worden tot 

ri + ccfiy) (cc + Pj) (/3 + r«) (7 + afi) = O, 
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Hieruit volgt, dat 2 ontaardt 
1^ als voldoet aau 

sin A sin B sin C (cot^O + cot 0) - (1 + cos A cos B cos C) cot^O — 
— cos A cos B cos C + 1 = 0; 
2^. als men heeft 

cot^e = 1 - 2 cot B cot C , 
of cot^e = 1 — 2 cot C cot A , 

of cot^e =1 - 2 cot A cot B. 

IT. De vergelijking van een rechte lijn door Ai is 
Xx + y — az = 0. 

Deze rechte gaat door B, , wanneer A = a/3 is. 
Dus wordt A,Bi voorgesteld door 

ajix + y — az 4). 

Substitueeren wij hierin de waarden van a en /3 uit 1) en 
elimineeren dan r tusschen 4) en hare afgeleide ten opzichte 
van T, dan vinden wij, na eenige herleiding, voor de verge- 
lijking der omhullende van A,B) 

K, ^ Jrc sin (A — B) + 2^ sin Ap — 4xy sin A sin B = O . . . 5). 

Deze omhullende K, is een kegelsnede, welke BC in B en 
CA in een punt G, aanraakt; de raakkoorde BG| maakt met 
BC een hoek CBG, , die gelijk is aan hoek BAC. 

Door verwisseling van x en y ^ A en B vinden wij uit 5) 
de vergelijking der omhullende van A2B2, 

Ka = {y sin (B — A) -h ^ sin B P - 4xy sin A sin B = O . . . 6). 

Deze omhullende is een kegelsnede, welke AC in A en CB 
in een punt G2 aanraakt; de raakkoorde AG2 maakt met AC 
een hoek CAG2 gelijk aan hoek ABC. De raakkoorden AG, 
on BO, zjjn evenwijdig. 

Door cyclische verwisseling der letters, vinden wij uit 5) 
en 6) de vergelijkingen der omhullenden van B,C, , C,A, , 

*^2^2 » v/2 «2» 

III. De door A, getrokken rechte 

Xx + y — az = 
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gaat door Bj indien men heeft 

A/3 - a = 0; 

derbal re is de vergelijking yan AiB^: 

aa; 4 0y — aj^z = 0. 

Handelende als boven, vinden wij voor de vergelijking der 
omhullende van AiB^: 

L ^ (x ain A + y sin B -f a sin C)* — 

— 4z sin A sin B {x cos A + y cos B + 2: cos A cos B) = O , 

of 

L^ {:? sin A-I- y sin B + ssin(A — B)P — 4y?sinBsin(A — B)=0. 

Deze omhullende is een hyperbool, die de zijden van drie- 
hoek ABC aanraakt; AB is een asymptoot; de raakpunten D 
en E van L met BC en AC liggen in de loodlijn op 't midden 
van AB. Het middelpunt M, bepaald door de vergelijkingen 

2f = O , X cos A + y cos B = O , 

en het voetpunt F der hoogtelijn op AB zijn harmonisch 
toegevoegd ten opzichte van A en B. 

Op dezelfde wgze vinden wij de vergelijkingen der omhul- 
lenden van B,Ca en CfA^. 



Vraagstuk XVIII. 

M^ 7 C. Als u een veranderlijke parameter is , stelt 

ƒ («) = tt« — 2Stfi -f- 7o«* + 2Sxu^ + Syu + z = 

een oneindig aantal vlakken voor. Gevraagd de dubbelkromme 
van het door deze vlakken omhulde ontwikkelbare oppervlak te 
bepalen. (Dr. P. H. Schoute) 

Oplossing van Dr. P. H. Schoute. 

1. We zoeken eeret de kenmerkende getallen van het ont- 
wikkelbaar oppervlak. Deze kunnen worden opgeschreven , 
zoodra we den graad der keerkrommc kennen. Uit de drie 
vergelijkingen f{u) = 0, /' (m) — O en /" (w) = O de coör- 
dinaten Xj t/y z oplossende, vinden we 
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2 = - 21m® -h 280mö - 210a*, 

waaruit blgkt, dat de keerkromtne een rationale kromme Tan 
deu achtsten grnad is. 

Beschouwen we nu een ylakke doorsnee van het ontwikkel- 
baar oppervlak , dan blijkt, dat van deze drie der kenmerkende 
getallen bekend sijn, nl. de klasse (de gruad van /(ti)), het 
geslacht nul en het aantal keerpunten (de graad der keer- 
kromme). Volgens de notatie van Salmon's „Oeometry of 
three dimensions" (vierde druk, blz. 289 — 299) vinden we voor 
de kenmerkende getallen dezer doorsnee 

klasse = w = 8 , graad = r = 9 , 
aantal dubbelpunten = ^ = 20 , 
aantal keerpunten =911= 8 , 

aantal dubbelraaklijnen = ^r = 16 , 
aantal buigpunten = a= 5. 

Verder geeft de beschouwing van den kegel, die een wil- 
lekeurig gegeven punt tot top en de keerkromme tot richtlgn 
heeft, wijl van deze de graad (=m), de klasse {=r)j het 
geslacht nul en hot aantal buigpuuten (= ti) bekend zijn, 

graad = m = 8 , klasse = r = 9 , 
aantal dubbelraakvlakken = y = 20 , 
aantal buigribben = n = 8 , 

aantal dubbelribben = A ^ 16 , 

aantal keerribben = 3 = 5 . 

Hieruit blijkt, dat het ontwikkelbaar oppervlak een volledige 
reciprociteit vertoont. We hebben nl. 

m = « = 8, 
a = li= 5, 

y = A = 16, 

a? = y = 20 . 

Bg het zoeken van de dubbelkromme , waartoe we straks 
overgaan, zal blgken, dat deze wederkeerigheid zich nog verder 
uitstrekt. 
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2. Doch yoor dat we dit doen , wenschen we op twee pun- 
ten te wijzen, waarvan het eerste met de uitkomst r = 9, het 
tweede met de uitkomst /3 = 5 in verband staat. 

De uitkomst r = 9 wijkt af van de algemeene. Wijl nl. de 
discriminant van een yorm f{u) van den n^^ graad , in de coëflS* 
oiënten yan dezen yorm tot den graad 2(n — 1) opklimt, had 
men hier de uitkomst r = 14 mogen verwachten. De verlaging 
yan r=:14 tot r = 9 is aan twee redenen toe te schrijven , 
aan het ontbreken yan den term u"^ en aan het standvastig zijn 
der eerste coëfficiënten. 

De uitkomst /3 =:= 5 wordt uiterst gemakkelijk geverifieerd. 
Immers een punt , waardoor vier opeenvolgende vlakken /(u) = O 
gaan , wordt bepaald door de voorwaarden ƒ(«) == O , f(u) = O, 
f{u) = O , f\u) = O , d. i. door de drie yergelijkingen , die de 
keerkrommo doen vinden, en door de vergelijking 

u*— 10i«» + 5w = 0, 

welke yijf waarden yan u levert. 

Deze laatste vergelijking wordt ook uit de keerkromme zelf 

afgeleid. Want ze is het gemeenschappelijk resultaat van de 

dx dy dz 

drie voorwaarden -—=0, -— = 0, -- = 0: hieruit volgt teyens 
du du du 



dat bij de vijf waarden m = 0, uz=±)h±2 Vb vijf bestaan- 
bare keerpunten der keerkromme behooren. 

3. We gaan thans over tot de beschouwing der dubbelkromme. 
Voor ieder punt dezer kromme, die nu reeds gebleken is van 
den graad o; = 20 te zijn, heeft de vergelijking /(u) = O twee 
paren gelijke wortels. We kunnen dus stellen 

Jlu) = (tt» + pu+ q^f (m* + au^ + hu^ _f. cm + rf), 

en yinden dan door gelijkstelling der coëfficiënten de betrek- 
kingen 

= a + 22), 

^28 = 6 + 2ap+ (p" + 22«), 

O = c + 26p + a(/y» + 22«) + 2pq\ 
70 = d + 2cp + fc(/'^ + 2j^)-h2apj»+ j*, 
O = 2dp + {cp^^2q^) -f 2hpq'^^aq\ 
en verder 
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28a? = d(p^+ 29») 4- 2cpq* + /.g* , 

8y — 2Jpq^+ cq* , 

z = rfj*. 

De eerste vijf betrekkingen leveren 

a = ^2p, 

6= 3pa — 2ja — 28, 

c = — 4p' + 6pj* -4- 56/> , 

d= 5/>* — 12j9aja + 83* — 84p« -f bÖj» + 70, 
en 

2pj3p* — IQp^q^ 4. 69* — 56pa +- 84j» + 70} = 0. 

filijkens de laatste voorwaarde splitst de gezochte dubbel- 
kromme zich in -twee deelen, waarvan het eerste met p = 0, 
het tweede met 

3p* - lOp^ï^ .f 69* ^ 56p» + 84j2 + 70 = O 

in yerband staat. 

Deze splitsing was te voorzien. Immers, uit de vergelijkin- 
gen der keerkromme blijkt, dat het vlak y = O een symmetrie- 
vlak van het ontwikkelbaar oppervlak is; want door aan u 
achtereenvolgens twee gelijke en tegengestelde waarden te 
geven, vinden we twee met betrekking tot het vlak y = O 
symmetrisch gelegen punten. 

In verband hiermee hebben ook de vijf stationaire punten , 
bigkens de vergelijkiug u^ — IOm* -i 5w~0, een symmetrische 
ligging ten opzichte van dit vlak. Want 11 = O geeft den 
oorsprong en de twee waarden 1^' = 5 ±: 2 Vb geven twee 
ten opzichte van y = O symmetrisch gelegen paren. 

We beschouwen de beide deelen der dubbelkromme afzon- 
derlgk. 

4. De vlakke dubbelkromme is in het vlak y = O de om- 
hullende van de rechte, welke voorgesteld wordt door 

1^ [v) = t?* — 28t?» + 70p« -f 280;» + = 0. 

Haar vergelgking vindt men door in /(u) =0 te stellen y =: O 
ea u' = f'. 

In verband met 

1^' (») = 4p» — 84i?« + 140t? + 28a? = O , 
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levert zij het stelsel 

7a? = r (»» — 21 r + 35) , z^ «« (3r« — 66t7 + 70) ; 

dus is de kromme rationaal en Tan graad en klasse yier. 

Immers het geslacht en de graad volgen uit de uitdrukkingen 

Toor X en z^ terwgl de klasse door den graad van yp{v) in v 

wordt aangegeven. 

We bepalen nu de bgzondere punten dezer kromme. 

dm dz 

Voor de keerpunten geldt tegelijkertijd -r- = O en 3— = O, 

dv dv 

Beide voorwaarden geven dan ook behoorlgk dezelfde betrek- 

4 

king 3»« — 42t? + 36 = O , o{ v = l ± — V2\, welke waar- 

ó 

den trouwens tevens kunnen worden afgeleid uit de yergelg- 

dhL 
king -j^ = 0. Er zgn dus twee keerpunten ; hun coördinaten 

volgen uit de gevonden waarden van v. 

In een dubbelpunt nemen de coördinaten x ^a z voor twee 
verschillende waarden r, en r, gelijke waarden aan. Uit de 
voorwaarden 

r,« - 21t?,« + 35t?, = v^ - 2\v^ + 9^bo^ , 

3p/ — 56r,» + 70i?,a = 3^ - 661^2' + ^Or,» 

volgt, na deeling door f, — r^, als men kortheidshalve Vj + v^ 
en v^v^ door r en s^ voorstelt, 

r» — s» -21r + 35 = 0, 

8r(r»--2»^) — 56(r» — «») + 70r = 0, 

en dus na eliminatie van s 

3r» - 126ra + 1316r - 1960 = 0. 

We vinden hier een derdemachtsvergelgking in r, terwgl er 
toch yolgens de formules van Plücker naast de beide keer- 
punten nog slechts een enkel dubbelpunt kan zijn. Deze 
schijnbare tegenstrijdigheid wordt opgeheven door de opmerking , 
dat het aangegeven onderzoek naar de dubbelpunten de keer- 
punten insluit. Voor het paar keerpunten heeft r de waarden 

Q 

14ih— K2I5 dus moet de gevonden vergelijking door 
3 
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Sr* — 84r + 140 deelbaar sgn. Werkelgk geeft de deeling 
r — 14 = 0, waaruit blgkt, dat de waarden r=s 14, i^^ — ;63 
en de hiermee oYereenstemmende wortels r = 7 ±: 4 Vl Tan 
Tan de vergelgking v^ — ïAv — 63 == O aan het eenige dubbel- 
punt beantwoorden. 

Het onderzoek der kromme in tangenti§ele coördinaten A, v 
brengt een bijzonderheid aan het lioht. Zgn deze coördinaten 
door de betrekking Aa; + v^ + 1 = O met de puntcoördinaten 
verbonden, dan yolgt uit ^(9) = O het stelsel 



A = 



28 



v{v^ - 28r + 70) ' v\v^ - 28t; + 70)' 

Stelt men ter bekorting A = 28/ia, dan volgt hieruit door 
eliminatie van v, 

^V-28/iy + 70v»)=v». 

ii\x3txk\i blgkt , dat de kromme een bgzonderheid van hooger 
orde vertoont: de lijn in het oneindige is drievoudige raaklgn 
in het op OZ gelegen punt , dat door v = 00 wordt aangewezen. 

De kromme is in fig. 1 voorgesteld. Laat men v van — od 
tot 4 00 veranderen, dan ontmoet men in de genummerde 
punten de volgende bgzonderheden. 

punt oneindig ver {x en z positief) 

dubbelpunt 

keerpunt der kromme 

keerpunt 

«=0 

a? = 

keerpunt 

dubbelpunt 

x = Q 

punt oneiudig ver {x negatief, z positief.) 

We merken nog op, dat uit den graad der dubbelkromme 
opnieuw blijkt , dat het outwikkelbaar oppervlak zelf van den 
negenden graad moet zijn. Want de doorsnee van het opper- 
vlak bestaat uit deze kromme dubbel geteld, en een beschrij- 
WiBX. Opo., dl VIII. 3 
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▼ende Ign, de reohte behoorende b$ de waarde aal Tan m, 
dus de x-aa. 

5. We gaau tfaaaa over tot do dubbelkromme ia de nümte. 
Omdat de berekeningen hier yrjj bewerkelgk worden, bepalen 
we ons echter tot enkele aanwijzingen. 

Wgl de geheele dubbdkromme van den twioiigsten graad 
18, blgft er, aa afiiondertBg van de gevoadea vlakke kremme, 
een rairatekreniaie van den zestienden graad over. Zg wordt 
voorgesteld door de vergelgkingen 

28a: = 5p« - 10/>V — ^pY + ^j* — 84/>* + 84j* + lOj^ + 1 409^ 
4y = (5/>* - 14/>V + 6?* - ^^P^ + 8^ + ^^)pq\ 
,z = (5|)* — 12p2^« + 32* - 84p2 + 56?» + 70) q\ 

terwiji p en q aan elkaar gebonden zijn door da- betrekking 
3p* - lOpV + 6ï* - 56i>» + 84g« + 70 = 0. 
Oplossing dezer laatste vergelijking geeft 



3pa — 5^2 ^ 28 ±1 Vl (q* + 4q^ -h 8'J). 

Door deze waarde in de vormen voor x , y , in te voegen drukt 
men de coördinaten in q alleen uit en kan men dos zooveel 
punten der krommo bepalen als men wil. Doch men bepaalt den 
vorm der ruimtekromme gemakkelijker door het oppervlak te 
construeeren op de wijs, waarop dit o. a. in het Zittingsoerslag 
der K, Akad. van Wetenschappen van Mei 1893 is aangewezen. 
Ouder verwijzing daarheen merken we op, dat de doorsnee 
van het ontwikkelbaar oppervlak met het vlak o? = o*, voorge- 
steld wordt door de vergelijkingen ƒ (m) = O en /{u) «= O , 
waarin x door x, is vervangen. Construeert men deze doorsnee 

y = - M (w« — 2 U* + 35a» -h 7-c,) 
z= 7ji^(u«-20M* + 30M»4-4a:, 

voor twee verschillende waarden van x^ en vereenigt dan de 
bij dezelfde waarden van u behoorende punten dier krommen 
door draden , dan ontstaat met het geraamte van het oppervlak 
tevens de dubbelkromme, zoowel de vlakke als de niet in een 
vlak gelegen kromme. 

De doorsnee van het ontwikkelbaar oppervlak met het vlak 
2; = Tl is een rationale kromme van graad en klasse acht» die 
door de oneindig ver gelegen lijn van het vlak -^ de bij u == oo 
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behoorende beschrijyende lijn van het ontwikkelbaar opperrlak — 
tpt de YoUedige doorsnee van den negenden graad wordt aan- 
gevuld. Zy be^iit volgens de PLüCKER'sche formules zes keer- 
puisten en vijftien dubbelpunten. Dit wordt gemakkelijk gecon- 
troleerde Ten eerste ziet men uit de eerste der drie vergelijkingen 
van de keerkromme (zie onder no. 1), dat bij een gegeven 
x=^Xi drie waarden van u^ en dus zes punten der keerkromme 
behooren, wat dan in het voorbijgaan doet opmerken, dat de 
Ign in het oneindige van het vlak x = x^ twee punten met de 
keerkromme gemeen heeft; werkelijk is deze lijn raaklijn aan 
de keerkromme in het oneindig ver gelegen punt der z-as en 
beeft deze kromme dus een parabolischen tak. En ten tweede 
snijdt het vlak x = x^ de dubbelkromme in vijftien in het eindige 
gelegen punten en wel het vlakke deel in drie en het niet 
vlakke deel in twaalf. Want 7x^— — v(v^ — 21t? + 35) doet 
drie wiuurden van v kennen; werkelijk ligt (zie fig. 1) een 
punt van het vlakke deel der dubbelkromme in de richting 
der 2-as oneindig ver. En eindelijk geeft invoeging vana? = ^i 
in de eerste der drie boven gegeven vergelijkingen der dubbel- 
kromme in de ruimte een vergelijking, die in jp' en 9^ van den 
derden graad is en dus met dè kwadratische vergelijking, 
welke het verband tusschen deze grootheden aangeeft , zes stel 
waarden van j>' en q^ en dus — zie de vergelijking die y be- 
paalt — zes p€Mr punten der dubbelkromme doet kennen. In 
het voorbijgaan volgt hieruit dan weer, dat deze kromme vier 
punten gemeen moet hebben met de lijn in het oneindige van 
het vlak x = Xi. Ook dit is gemakkelijk te veriiieeren. Wijl 
de coördioaten van een punt der dubbelkromme alleen oneindig 
kunnen worden als een der beide grootheden p, q oneindig is, 
en de betrekking tusschen deze grootheden dan eischt dat ze 
het beide zgn, stellen we naast q=co tevens p = q\. Hier- 
door vinden w& 

28a: =- q^{bX^ - lOA* — ÖA^ + 4) j 
4y= ^ïX(5X*— 14X2 + 6) 
z= 9«(5A*- 12A» + 3) ) 

en 

3A* — 10A2 + 6 = 0. 

En nu geeft de laatste yergelijkiog vier waarden van A en 
ie^eir dier waarden van A een punt waarvoor u oneindig is teu 
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opzichte Tan x en z ten opzichte van y. Daar deze vergelij- 
king in A bikwadratisch is, liggen de gevonden punten twee 
aan twee symmetrisch en bezit de dubbelkromme twee parabo- 
lische takken , die de aangewezen oneindig ver gelegen lijn op 
de z-M aanraken. 

Voor een groep der doorsneden zijn al de merkwaardige 
punten bestaanbaar. Zoo geeft de doorsnee met het vlak 
X = OA (zie fig. i) een kromme (fig. 2) met drie dubbelpunten 
op OZ, drie paar keerpunten en zes paar dubbelpunten sym- 
metrisch ten opzichte van OZ. De bijgevoegde cijfers wijzeo 
aan boeveel wortels van de achtste-machtsvergeljjking f(u) = O 
bestaanbaar zijn voor de met het punt overeenkomende waarden 
der coördinaten. Let men alleen op de keerpunten, dan zijo 
de vlakken x = j^^ door een of twee keerpunten der keer- 
kromme vlakken van afscheiding. In verband met de eerste 
der drie vergelijkingen van de keerkromme volgt uit 
tt* — IOm^ 4- 5m = o, dat deze grenzen door a: = 175 — 80 Vb, 
re =3 O en x = 175 -f 80 Vb worden aangewezen. Zoo heeft 
men, wijl het passeeren van een keerpunt der keerkromme 
het aantal keerpunten der. doorsnee met twee vermeerdert of 
vermindert, 

voor — oo<a?<175-80 Vb geen keerpunt , 

1 75 — 80 Kö < a? < O vier keerpunten , 

O < re < 175 + 80 1^5 zes keerpunten , 

175 + 801/5<ar< +oo twee keerpunten. 

Let men bovendien op de bestaanbaarheid der dubbelpunten, 
dan moet men de kromme in het vlak y = O (fig. 1) in de 
beschouwing opnemen. 

Uit de symmetrie volgt, dat de dubbelkromme zich op het 
vlak ^ = O als een kromme van den achtsten graad projecteert 
en een punt, waarin zij dit vlak snijdt, noodzakelgk óf een 
dubbelpunt, óf een ruimtebuigpunt is, waar het osculatievlak 
vier opvolgende punten bevat en dus stationair is. In het 
laatste geval is dit snijpunt voor de projectie een keerpunt. 
Wijl de voorwaarde y = zich splitst in p = 0, q = en 
p^ =2(q^ — 7), hebben we deze onderstellingen achtereenvolgens 
na te gaan. Om niet te uitvoerig te worden, laten we dit 
onderzoek hier achterwege; alleen merken we op, dat de &ctor 
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u^-^pu^-q^, die de dubbele wortels Tan f(u) = levert, ge- 
makkelgk doet zieu , dat de bij p = O en 9 = O behoorende 
puntenparen met de paren (4, 7) en (5, 8) van fig. 1 samen- 
vallen , terwijl de vier panten p^ = 2 (3* — 7) onbestaanbaar zijn. 

6. Aan het slot van no. 1 is opgemerkt, dat de reciprociteit 
Tan het oppervlak nog nader zou blijken bij het onderzoek der 
dubbelkromme. We znllen dit nu toelichten. Even als de 
dttbbelkromme van den twintigsten graad zich splitst in een 
vlak deel van den vierden en een ruimtekromme van den 
zestienden graad, splitst het dubbel omschreven ontwikkelbaar 
oppervlak van de twintigste klasse zich in een cylinder van 
de vierde klasse met beschrijvende lijnen evenwijdig aan de 
y-as en een ontwikkelbaar oppervlak met een keerkromme van 
de zestiende klasse. We wijzen ten slotte kort aan, hoe de 
in het vlak y^sQ gedachte loodrechte doorsnee van den cylinder 
gevonden wordt. 

De beschrijvende Ign 

u' - 21t** + 35«' + Ixu" + y = O | 

van het gegeven ontwikkelbaar oppervlak snijdt in een punt 
van hot vlak y = O de beschrijvende lijn , die door omkeering 
van het teeken van u wordt verkregen. Dus geeft eliminatie 
van y voor het vlak, dat door deze twee lijnen gaat, 

7u8 — 140m« + 210w* + 28xu^ - « = O 

of, als u^ weer door v vervangen wordt, 

7f^* - UOp^ + 210r» + 28a?ü — = 0. 

Dit voert tot het stelsel 

a?= — ü(t^- 15P + 15), ;8?=:-7t;»(3t;» — 40t?4-30), 

dat bg onderzoek een rationale kromme van graad en klasse 
vier blijkt voor te stellen. De beide keerpunten van deze 
kromme zijn de projecties van de niet in het vlak y = gele- 
gen stationaire punten van het oorspronkelijk oppervlak. Want 

de beide voorwaarden — - = O, -— = O loopen uit op de vergelij- 
dv dv 

king f?* — lOv + 5 » O , die mot w* — lOf*^ + 5 = O overeenstemt. 
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Vraagstuk XIX. 

K 14 C. Een gegeven kubus door 12 zaagsneden in 27 stukken 
te verdeelen, waarvan een den vorm heeft van een regelmatig twaalf- 
vlak , terwijl men uil 8 andere stukken een tweede regelmatig twaalf- 
vlak kan samenstellen. Hoe verhouden 9(ich de beide twaalfvlakken ? 
Welken vorm hebben de overige 18 deelen? 

(Dr. P. H. Schoute.) 

Opgelost door J. A. Kerkhoven , Dr. P. H. Schoute en 
Dr. C. Stolp. 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 

Bij een regelmatig twaalfvlak (fig. 3) kan men drie paar 
evéhwijdige ribben (AB, B'AO, (CD, D'C), (EF, FE') 200 
kieken , dat elk paar de beide andere loodrecht kruist. De lifnen 
XX', YT', ZZ', die de middens van elk paar vei'binden, snij- 
den elkaar in het middelpunt O loodrecht; de vlakken door 
deze Ignen twee aan twee gebracht zijn symmetrievlakken van 
het twaalfvlak. De kubus, waarvoor XX', Yï', 2Z' de Ignen 
zijn, die de middelpunten der overstaande zifvlakken verbinden, 
kan aan het twaalfvlak omgeschreven genoemd worden; in zjjn 
oppervlak liggen de 6 aangewezen ribben en dus 12 van do 
20 hoekpunten. De 8 overige hoekpunten van het twaalfvlak 
liggen paarsgewijs op de hoofddiagonalen van dezen kubus; zij 
vormen de hoekpunten van een tweeden kubus, die aan het 
twaalfvlak ingeschreven kan heeten. Wijl de 15 verbindings- 
lijnen der middens van overstaande ribben 5 rechthoekige 
assenstelsels vormen, laat het twaalfvlak 5 omgeschreven en 
5 ingeschreven kuben toe. De 40 hoekpunten der laatste (zie 
o.a. de noot op biz. 19 van Elein's „Vorlesungen über das 
Ikosaeder") bestaan uit de dubbel getelde hoekpunten van het 
twaalfvlak. 

In fig. 4 is de projectie voorgesteld van het twaalfvlak op 
het grondvlak van den omgeschreven kubus. Van 4 Vijfhoeken 
teijn de projecties rechte lijnen. Deze geven tc^vens de door- 
ónëden éan van het grondvlak met een stelsel van vier zaag- 
dneden loodrecht op het grondvlak. De andere twee viertallen 
zaagsneden zijn natuurlijk loodrecht op een paar opstaande 
zjjvlakken. Met elkaar worden ze in fig. 5 aangeduid. 
' h 2ic de standhoek op de ribbe van het twaalfvlak, dao zijn 
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a en 90^ — a dé hooken , welke de Eaagsneden loodreckl op 
bet grondvlak van den omgeschreven kubus met de opstaande 
zifvlakken maken (fig. 4). Oelijk men weet , is 

a = Bgtgi(l + l/5), 90^^a = Bgtgi(-l+VT). 

In verband hiermede blijkt gemakkelijk^ dat de ribbe PQ 
van den ingeschreven knbus het grootste stuk is van de in 
middelste en uiterste reden verdeelde ribbe AB' van den om- 
geschreven knbus. 

Denkt men zich alle zasgsneden naar den kant van het mid- 
delpunt over gelijke afstanden evenwijdig verschoven ^ dan zullen 
zij een kleiner regelmatig twaalfvlak insluiten. Men verkrijgt 
dan o.a. ook een stand, waarbg het stelsel van zaagsneden is 
als fig. 6 aangeeft. We beschouwen de met dezen stand over- 
eenkomende verdeeling van den kubus wat nader met behulp 
van fig. 7 , waar naast den kubus met het door de zaagsneden 
ingesloten twaalfvlak I de stukken II, III, lY afzonderlgk 
zijn voorgesteld. 

De stukken II. die ten getale van acht voorkomen — en 
wel aan de hoeken van den kubus — vormen gezamenlijk een 
tweede regelmatig twaalfvlak. Dit bl^kt onmiddellgk als we 
het afzonderlgk weergegeven stuk II vergelgken met het achtste 
deel van den kern, dat er in oriëntatie mee overeenkomt. 
Want de twee drietallen van zijvlakken van de twee drievlak- 
kenhoeken r(GIK), P'(LTH), die het stuk II insluiten, zgn 
evenwijdig met de twee drietallen van zijvlakken der drievlak- 
kenhoeken O(Ol'K'), P(CEA), terwijl bovendien de verbindings- 
lijnen IT' en OP langs een zelfde lijn, de inwendige diagonaal 
1,1' van den kubus, vallen. De lineaire verhouding m van het 
nieuwe twaalfvlak tot het centrale kan, in verband met de 
verplaatsbaarheid der zaagsneden, tusschen twee grenzen wis- 
selen. Voor het grensgeval van de figuren 6 en 7 is 
m = a^a^ : a^u^ = tg a = ^(1 + Vb) ; voor het grensgeval van 
fig. 6 is «• = tg (90° — a) = i (— 1 + Vb). Wgl, zoo als 
aanstonds blijken zal, de verdeeling in 27 doelen het laatste 
geval uitsluit, hebben we dus 

1(- l + l/5}<mgi(l+K5) 
en derhalve voor de verhouding m^ der inhouden 
'-2 + K5<m'^2 + Kö: 
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Zorgt men er Yoor, dat de zaagsaeden zioh niet yerder uit- 
strekken dan Toor het uitBnjjden Tan het centrale twaalfylak 
noodig is, dan sal (fig. 6) het eerste stel zaagsneden den kubus 
in 8 , het tweede dit lichaam in 9 , het derde het in 27 stukken 
verdeelen, waarvan er 9 de beide twaalMakken yormen. Van 
de 18 OYerige stukken hebben er 12 den Torm III en 6 den 
▼orm lY; Toor het grensgeyal van fig. 5 yalt elk der 6 stuk- 
ken lY echter in 2 gelijke stukken uiteen, wijl de driehoek 
MET' nul wordt; dit grensgeval behoort dus eigenlijk bij een 
yerdeeling in 33 stukken. 

De 12 stukken III yertoonen 6 sijvlakken, 11 ribben en 7 
hoekpunten; zij voldoen dus aan den regel van Eulbr. Het 
de 6 stukken lY, die 8 zgvlakken, 18 ribben en 10 hoekpun- 
ten bezitten, is dit echter niet het geval. 



Vraagstuk XX. 
D 2 b a. Yoor jc = I en ^ = 2 de som te bepalen van de reeks 

X I 3? \ .^ ofi 1.2.3*' 1.2. 3. 4 JC* 

(Dr. C. Stolp.) 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 

Wanneer men de bekende herleiding (zie o.a. Wifk. Opg. 
deel YI, no. 181) 

op den algemeenen term ti. der reeks toepast, heeft men 

"• = <- '^\-2;rTi> = U ) = ^- '>" • (2;rH)-« r=r« I2) • 



Daar rerder 



|^ = (2« + l)/*8in»-+i<d« 



!•" 
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is, wordt 

••=<-'>-2Mrii [-2-) "'• 

O 

Yereeoigt men nu alle termen onder een integraalteeken , 
dan wordt de reeks Tervangen door 

ir 

^ n\x sin t /a? sin A' /o? sin A* 1 

2j [-2 — i[-2-)^^[-T-)-"--r- 

o 
De som der reeks door f{x) aanduidende , heeft men dus 

/(,)=2nBg.,ïfi)* I) 

o 

In de „Lessen over de Hoogere Algebra" Tan Loba^tto — 
Rahosen yinden wij op bl. 401, form. (7), voor y>< 1 

2t/ sin t t/^ %P 

Worden beide leden dezer vergelijking na vermenigvuldiging 

ir 
met dX tuBschen de grenzen ^ = O en ^ = — geïntegreerd, dan 

komt in het tweede lid een bekende reeks, die het eerst door 
Lahdbn is onderzocht en die wij door (p{iij) zullen aanduiden. 
Wg hebben dan 



^{y) 



Deee nitkomat met 1) vergelijkende, zien wij dat, voor 
ar 2y 

2 ~\-t' 

f[x) = 49<y) 

wordt. Door eliminatie van y kan dit worden uitgedrukt in 
de Tergeljjking 
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- 2 -f V4+^\ 



f{x) = 497 ( 



3) 



Nu is Toor X =i \ en :r = 2 het tweede lid van dese Terge- 
lijking bekend; Landen vindt (Math. Mem. Vol. I, blz. 116 
en 117) de volgende uitkomsten 



9<-2 + l/5)=-+f 



log 



- 1 ^ k'S 



-i 



log ^^^^ ] [log (- 2 + ^^5)] , 



<p{- 1 + 1/2) = -~ - i [log(- l + V2)]K 

Verbetert men een fout in de laatste vergelijking en bedenkt 
men dat 

dan wordt 

»' / — 1 + Vn\* 
<pi- 2 + K5; = -- - ï ^log J-^j , 

9>(-l+ï/2) = ^-l(logtgyy. 
Door toepassing van 3) vindt men nu 

Opmerkingen. I. Ook f{4) en /(oo) zijn bekend, als men 
de vergelijking 1) tot uitgangspunt kiest. Onze reeks verliest 
dan echter haar beteekenis. 

n. Ofschoon in gewgzigden vorm, is de hier opgegeven 
reeks dezelfde als een der reeksen, welke behandeld zijn door 
Dr. W. Kaptetn in het N. A. v. Wisk.^ Ile reeks, deel III, 
blz. 225 (Sur deux séries qui représentent la même fonction 
dans une partie du plan). 
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Vraagstuk XXI. 
E 5. De waarde te bepalen van de integraal 

/}ir TT 

Bg tg (sin « cos flt cos x ctg x)dx , o < « < — . 



o 



2 



(Dr. C. Stolp). 
Opgelost door W. Mantel, J. Stein en Dr. C. Stolp. 

Oplossing van W. Mantel en J. Stein. 

De functie van x, Bg tg (sin a cos a cos x ctg o;) is tusschen de 
grenzen O en \v eindig en doorloopend. Haar .differentiaal- 
quotiënt ten opzichte van o 

cos X ctg X cos 2a 
l + sin^ a cos^ a cos^ a? ctg^ x 
bezit als functie yan o dezelfde eigenschap. Wij mogen dus 
stellen : 

rfP(a) ^ r*' cos X ctg X cos 2a _ 

(2a J l + sin" a cos" a cos" a? ctg" x 
o 

^ /*■"' cos" X sin a: dx 

= cos 2a ƒ ; ;-- r— = 

J 1 — cos" X + sm" a cos" a cos* x 
o 

/•i y*dy 

=r cos 2a ƒ a . a X /1 i" — T^ ' ^'^ COS X = y is. 

J (1 •— y" sm" a) (1 -— y" cos" a) 

o 
Of 

^W =. i r(_i— + -- L ! L_Vy = 

da J \1— ycüsa 1-hycosa 1— ysina l + ysina/ 

o 

1 , 1 + cos a . 1 , 1 — sin a 
_- log 1 log — 

2 cos a 1 — cos a 2 sin a 1 -|- sin a 

1 1 / ir a ^ 

^ TZr ^^8 ctg è a + -r— log tg — - — ). 
COS a Sin a \ 4 J / • 



DerhalTe is 

rfP(a) 



=.-logCotia-^|logtg(-J--^)j 
-logtg(-J--^)|^nogCOtia} 
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en 



P(.) = l«gtg 4 «logtgl-^ - y) + C. 



Yoor a = 18 F(a) = 0, zooals uit den integraolTorm blqkt. 
Om te bepalen, wat het tweede lid wordt, geven wg aao « 
een sseer kleine waarde 8. Dan is 



Jog tg i» log *g (j - I) = log (éS4-AS»f ...) log 



1---AS»+... 
1+| + A8»+... 



= log(48 + ..).ïog(I-8 + ...) = -(8 + ...)log(é«+...) 
IMt nadert met S tot nul. Dus is G := O , en 

P(.) = logtg4.1ogtg(^--^). 



Oplossing van Dr. C. Stolp. 

Oebruik makende Tan 

1 1 — sin* X 

sin « 006 a ^= : — en oos xciex = ; , 

otg « 4- tg a sin x 

kan men de functie onder het integraalteeken yervangen door 
/l — ctg a sin ar . tg a sin a;\ 
\ ctg a sin o; + tg a sin X ƒ 

= Y^ bg tg (ctg a sin a?) — bg tg (tg a rin «)• 
Yoert men nu een nieuwe functie /(a) in door de Torgelgking 
/(a) = ƒ • bg tg (cot o sin x)cUr .... 1), 



dan wordt 



en 



■»(.) = - A-)* + /"(f - •) *> • 
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De differentiatie yan 1) geeft 

w w 

r' —«inxdx L_ /"' d((^(MacoBx) _ 

j \ — coB^ a cos^ X cos aj 1 — (cos a cos ar)* "^ 



1 , 1 — cos a 

SS log , 

2cosa 1 + cosa 

waaniit yerder volgt 

^(->= -^^ ~ ^(t - •)= — ^. — • 

Brengt men deze waarden over in 2) , daarbij bedenkende, dat 

dan krggt men 
UF(u) = log tg ^ d log tg(-^ - y) + log tg (-|— f]d log tg f. 
lu aanmerking nemende , dat F(0) = O is , vindt men dus 

F(«) = l0gtgy.l0gtg(-J--y). 

Vraagstuk XXII. 

L* 7 d. Men beschouwt twee willekeurige punten eenef ellips 
als middelpunten van cirkels, die door een zelftle brandpunt gaan. 
Aan te toonen , dat het uitwendige gelijkvormigheidspunt dezer 
cirkels op een der richtlijnen ligt. (Dr. J. de Vries.) 

Opgelost d(wr T. J. Allersma , K. Bes, J. van Oss , Dr. A, 
J. A. Prange, J. Stein, Dr. C. Stolp, J. A. Vollgraff en 
Dr. J. de Vries. 

Oplossingen. 

I. Laten M en M, twee willekeurige punten van een ellips, 
een parabool of van denzelfden tak eener hyperbool zgn , waar- 
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▼an F een brandpunt en g de bybehoorende richtlgp is. Zg 
P het snijpunt van MM, en g , laten N en N, de projecties acgn 
van M en M, op ^ , dan is 

MN : M,N, = MF : M,F eu MN : M,N, = MP : M,P, 
bijgevolg 

MP:M,P = MF:M,F. 

P is dus het uitwendige gelijkvonnigheidspunt van de cirkels 
die M en M, tot middelpunten en MF ea M|F tot stralen 
hebben ; m. a. w. : 

Het uitwendige gelijkvormigheidspunt der cirkels, die twee 
willekeurige punten Tan een ellips, een parabool of van deozeifden 
tak eener hyperbool tot middelpunten hebben en door een zelfde 
brandpunt gaan , ligt op do bg dit brandpunt behoorende 
richtlijn. 

Yoor twee punten eener hyperbool , op verschillende takken 
gelegen, moet het uitwendige gelijkvormigheidspant worden 
vervangen door het inwendige, 

(T. J. A.; K. B.; A. J. A. P.; C. S.). 

IL Zy F het genoemde brandpunt, A en B de bedoelde 
punten, I en U het in- en het uitwendige gelijkvormigheids- 
punt. 'De lijnen FI en FU deelen achtereenvolgens hoek AFB 
en zijn supplement middendoor; zg staan dus loodrecht op 
elkaar. Daar de lijn IF door een brandpunt gaat, ligt haar 
pool ten opzichte van de ellips op de overeenstemmende richt- 
lijn en op de loodlijn FU. Daar verder U harmonisch is 
gelegen ten opzichte van A, I en B, ligt die pool ook op de 
poollijn van I, welke door U gaat. Derhalve ligt die pool in 
U en dus op de richtlijn. (J. 8.)- 

III' De cirkel, welke het punt V(x, y) der ellips tot mid- 
delpunt en PF tot straal heeft, is de cyclographische afbeelding 
van het puntenpaar, waarvoor men heeft 

z'= {X ^ Cf -{^ y^ = {X- ey+ -^(a» -«»). 

De meetkundige plaats van die beeldpunten is het vlakken- 
paar , dat door a^z^ = (o» — 6») x'^ — 2a^cx + fl*(6^ + ^) of ook 
door az^=±i{cx — a^ wordt aangewezen , en dat tot gemeen- 
sefaappelgken doorgang heeft de richtlijn a; = a^ : c. De cirkels 
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(PF) vonneo dns een „plaaair" stelsel, d. w. z. ze hebben 
paarsgewijs een gelijkyormigheidspunt op die richtlijn. (Omte'eDt 
Fiedler's Cyclographie kan men behalve het onder dien titel 
1882 bij Teubner verschenen boek ook een uitvoerige in Ada 
Math. 5 geplaatste verhandeling raadplegen.) (J. d. Y.). 



Vraagstuk XXIII. 

H^ 5 e 7» Door elk punt P van een kubiache ruimtekromme , 
welke de beide onbestaanbare cirkelpunten van een vlak V bevat, 
brengt men in den kwadratischen kegel, die de kromme uit P pro- 
jecteert, het cyclische vlak aan, dat niet evenwijdig is met V. Welk 
ontwikkelbaar oppervlak wordt door die cyclische vlakken omhuld? 

(Dr. P. Zeeman Gz.) 

Oplossing van Dr. P. Zbbman Oz. 

1. De gestelde vraag vervangen wij door de volgende, 
meer algcmecne. 

Zij k* een willekeurige kubische ruimtekromme, welke door 
een vlak W in drie punten A, B en G wordt gesneden; van 
deze punten kunnen twee, bijv. A en B, imaginair zijn. In 
W zij een kegelsnede (p gegeven, die door A en B, doch niet 
door C gaat. Uit een van haar punten P wordt k^ op W ge- 
projecteerd; de projectie zal eene kegelsnede xpp zijn, die met 
q>^ behalve A en B, nog twee punten A, en fi, gemeen heeft. 
Welk ontwikkelbaar oppervlak wordt omhuld door de vlakken 
PA,B, als het punt P de kromme k^ doorloopt? 

Wij bepalen hoeveel van die vlakken door een willekeurig 
punt M van <p gaan. Als het vlak PA,B, door M gaat, dan 
ligt M op \pp en is dus PM een koorde van I^. Nu gaat door 
M slechts één koorde van k^^ die dan met deze kromme twee 
punten P| en P^ gemeen heeft. De projecties van Ifi uit P, 
of Pa op W snijden derhalve 9?, behalve in A, 6 en M elk 
nog in een punt N, of Nj. De beide vlakken P,MN, en PjMNa 
zijn dan twee vlakken der omhullende die door M gaan. 

Doch bovendien gaat door M nog het vlak W, dat ook een 
der vlakken van die omhullende is. Immers neemt men het 
punt P in C, dan zal de projectie van P op W bestaan uit 
de beide rechten CA en CB; snijden deze tp nog in A2 en B2, 
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dan maakt ook het vlak CA2B2 , d. i. W, deel uit yan het om- 
hulde vlakkenstelsel. 

Door elk punt van de kegelBncde 99 gaan dei-halve drie der 
bedoelde vlakken. Zij omhuUea een ontwikkelbaar oppervlak 
van de derde klasse, vormen dus de osculatievlakken eener 
tweede kubische ruimtekromme k^^y welke ook het gegeven 
vlak W tot osculatievlak heeft. 

Elk osculatieylak eener kubische ruimtekromme wordt door 
de overige volgens rechten gesneden, die een kegelsnede om- 
hullen. Is nu PAiB, een osculatievlak van A;,'(A, en B, sgn 
de snijpunten van dit vlak met 9?), dan gaan, sooals men on- 
middellijk inziet , door elk der rechten PA, en PB, twee oscu- 
latievlakken van Ar,' ; derhalve zijn PA, en PB, twee raaklgnen 
van de in het osculatievlak PA,B, der kromme k^* gelegen 
kegelsnede. 

Elk punt P van A:,' is dus snijpunt van de beide raaklgnen 
der in het vlak PA,B, gelegen kegelsnede, die door de snij- 
punten A, en B, van dit vlak met tp gaan. 

2. Wij nemen nu de bovengenoemde kubische ruimtekromme, 
die door de beide imaginaire cirkelpunten van een vlak Y gaat, 
laten het vlak W samenvallen met het vlak in 't oneindige en de 
kegelsnede 97 met den imaginairen cirkel in het oneindige , dan 
wordt het vlak PA, B, van 't algemeene geval het door P gaande 
tweede cyclische vlak van den kwadratischen kegel, die de 
kromme uit P projecteert 

Men verkrijgt dan deze eigenschap: 

Brengt men door elk punt P van een kubische ruimtekromme, 
die de imaginaire cirkelpunten van een vlak Y bevat, in den 
kwadratischen kegel, die de kromme uit P projecteert, het 
cyclische vlak aan , dat niet evenwgdig is met Y, dan osculeeren 
deze cyclische vlakken een tweede cyclische ruimtekromme. 

Wijl het vlak in het oneindige osculatievlak is, zal de nieuwe 
kromme een kubische parabool zijn. Elk punt P van de oor- 
spronkelijke kromme is het snijpunt van twee door den oneindig 
ver gelegen imaginairen cirkel gesneden raaklijneu der kegel- 
snede die in het door P gaande osculatievlak der kubische 
parabool door de overige osculatievlakken omhuld wordt. Der- 
halve zijn de punten P de brandpunten der parabolen, volgens 
welke het ontwikkelbaar oppervlak der ruimteparabool door 
baar osculatievlakken wordt gesneden. 
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Vraagstuk XXIV. 

K 8 f. Op de zijden van een vierhoek ABCD beschrijft men 
buitenwaarts de vierkanten ABEF , BCGH , CDJK , DALM. Zijn 
Oi, Oj, O3, O4 de middelpunten der vierkanten, welke buiten- 
waarts beschreven zijn op EH, GK, JM, LF als zijden, dan 
vraagt men te bewijzen, dat 

a) van den vierhoek OtOjO^O^ de diagonalen even groot zijn 
en loodrecht op elkaar staan, wanneer dit het geval is met den 
vierhoek ABCD ; 

è) als Z het zwaartepunt van driehoek OjOgO^ en N het midden 
van O4Z is, de rechte NA loodrecht staat op 0,0, en gelijk is 
aan ^0,0,. (Dr. H. van Aubel). 

Opgelost door Dr. H. van Axtbel en Mevr. A. G. Kerk- 
hoven- Wijthoff. 

Oplossing van Dr. H. van Aubel. 

Uit de equipollenties 

BE=:ïBA, AF = ïBA 

vindt men 

E = iA + (1 — t) B, F =. (1 + 1) A — »B. 

Evenzoo is 

G = iB -h (1 - O C , H = (1 + t) B — tC , 

J = tC + ( 1 - O D , K =. ( H- ») C - »D , 

L = tD + (l - f) A, M =» (1+ 1) D - tA. 

Verder is 



dus 



l + i 



0,.i^H+i±iE. 



2 2 

Brengt men hierin de waarden van H en E over, dan komt er 

0. = -4^'a + 2B-Ï^C 1) 

WwE. Opo., Dl. VIII. ^ 



A I 
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Evenzoo is 



V'B+^^-ry' 



0, = ^B + 2C--^D 2) 



03 = -^*C+2D- ï^* A, 3) 

0« = -^*D + 2A-^*B 4) 

a) Trekt men nu (1) van (3) en (2) Tan (4) af, dan komt er 

0,0, = — tA — 2 B + iC + 2 D = tAO + 2 Bü , 
OjjO, »= 2 A — tB — 2 C + ïD = - 2 AC + tBD. 

De voorwaarde, dat de diagonalen van OiO^O^O^ even groot 
zijn en loodrecht op elkaar staan, wordt uitgedrukt door 

0A = »0,03 
of door 

- 2 AC +,»BD = lïiAC -h 2 BD). 

Hieruit leidt men af: 

BD = t AC ; 

dus moeten de^ diagonalen van ABCD even groot zijn en lood- 
recht op elkaar staan. 

b) Door eliminatie van D uit (3) en (4) verkrijgt men : 

l^O, + 2O, = -2-A-(14:0B + ^C. 

Elimineert men nu C uit deze equipoüentie On (l), zooTe^ 
dwgnt ook B en men vindt 

»0, + Oj + 2 (1+ »•) Ó, == 3 (1 + .•) A. 

Dus is 

^ (l+«)0, +(l-»)0,4-40« 
A = - g-. 

Is nu Z het zwaartepunt van driehoek 0,0304 en N het 
midden van O4Z, zoo heeft men 

z = Qi+Q3 + Q^ 

8 
en 

^^ O4 + Z 0,4-03 + 404 
2 6 
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Bijgevolg is 

A = N--i(03-0,) 



en 



NA = - -J^ 0,03. 
6 ^ 

Hieruit blijkt dat NA loodrecht stacd op O, O, en gelijk is 
aan ^0^0^. 



Vraagstuk XXV. 

L^ 16 a. Uit een punt der bij driehoek ABC behoorende ellips 
van Steiner trekt men, evenwijdig met de medianen AD, BE, 
CF, I echten, die de zijden BC, CA, AB achtereenvolgens in A, , 
B^, C3, in A3, B, , Cj, in A2, B3, C, snijden. Te bewijzen, dat 
de punten A| , B, , C| in een rechte liggen , dat dit ook het geval 
is met A2, B2, C, en met A3, B3, C3, en dat men heeft 

A,B, : B,C, = A2B2 : R,C, = A3B3 : B3C3. 

(Dr. H. VAN Aubkl). 

Opgelost door T. J. Allersma, Dr. H. van Aubkl, Dr. A. 
J. A. Prangb en Dr. C. Stolp. 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 

Wanneer in bary centrische coördinaten P (^, i|,Qeen punt 
van de ellips van Steiner voorstelt, is 

nZ + KK-\-En==0. ... . 1) 

De medianen AD, BE, CF snijden de oneindig ver gelegen 
rechte in de punten 

D'(-2, 1, 1), E'(l, -2, 1), F(l, 1, -2). 

De rechten , welke deze punten met P verbinden , hebben 
tot vergelijkingen 

(„- i:)x-.($-|-22:)y+'(£-h2„)^=0.. . . (PD') 

(„ + 22)x + ($- 5)y-(i|-h25)^ = 0.. . .l(PE') 

^(Z^2n)x f (C f 25)y f (S - i,)^ = 0. . . . (PF') 
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De 8n|punten dezer lij oen met de ooördinaatasaen zga 

A,(0,€+2,,C+2O, B,(5-|-2,,0,J- ,), C,{K+2Z,n- ?,0), 
A,(0,,+25,?- 5), B.(,-|-aC,0,n-|-2?:), C,(5- J, , f 2?, 0). 5 
A,(0, n- 5, Z+ 25), B,(5- ,, O, Z+ 2,), C,(?4-25, f-h 2,. 0) ) 



2) 



Zullen A, , Bj , C] op een rechte Ijjn liggen , en zal dat ook 
het geval zijn met A,, B^, C, eo A3, B3 en C3, dan moeten 
de drie determinanten 



O £+2n K+2Z 
n+25 O „+2? 
S+25 f+2n O 



O 1,-5 Z+2V 
K+2n O K-n 
K-Z 11+2? O 



o 11+25 Z-K 

5-1, o Z+2^ 
K+2Z n-J O 



nul zgn. 

Om dit aan te toonen, telle men twee kolommen bg de 
derde op. Men krijgt dem een kolom, die deelbaar ia door 
5 + n + ( ^^ afzondering van dezen factor wordt de yerdere 
herleiding yrg eenveudig en zal men voor den eersten deter- 
minant het zesYond, voor elk der beide overige het drievoud 
van het product 

(S + ^ + OCiiC + K + Sii) 

vinden, hetwelk blgkens 1) een factor nul bezit. 

Zgn An(0, i/ay Za), C» {xc y J/c, 0) twee punten op BC en 
AB, dan is: 

CA«: BA«: BC = y«: e«: (y« + ^.), 

BC» : AC« : AB = a;. :y. : (xc + y^. 

Is nu B» het snijpunt van AC en AmC», en beschouwen wij 
AC als een transversaal in drieheek AnBC», dan is volgens de 
stelling van Mbnelaus 



A« B, y. + za 

X ' X 



Vc 






C« B, ya Xc + tfc 

In het bijzonder is voor de punten van het stel 2) 

y. + ^. = 2(5+i, + 2:) en x. + y. = 5 + n + 2. 
Hier heeft men dus eenvoudiger 

A«B»:B«C, = y,:2yc. 
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Voor n achtereenvolgens 1 , 2 en 3 nemende krggt men 

A,B,:B,C, = ($ + 2,):2(? + 2,), 

A,B,:BA = (i- ?):2(,-|-2?), 

A,B,:B,C3 = (.,+ 2 5):2(,- Z). 

Yolgens 1) heeft men nu 

(S + 2,):(:+2,) = -5:?, 

(n- 5):(n + 22) = -5:?, 

(, + 25):(.|- ?) = -5:?:. 
Derhalve 

A|B, : B]C] = A2B2 i BjCa = A3B3 : B3C3. 

Meetkundige oplossing van T. J. Allersma. 

Wij kunnen driehoek ABC en de ellips Tan Steixbr be- 
schouwen als de orthogonale projecties van een geiykzijdigen 
driehoek abc met zgn ombeschreren cirkel. 

Laat P de projectie zgn van een op den cirkelboog bc gele- 
gen punt p. Is nu ad- loodrecht op bc en pa^ evenwijdig met 
€id, dan heeft men pa^ loodrecht op bc. Evenzoo zijn pbi en 
pcj loodrecht op ac en ab. 

De punten^ a^, 6, , c, liggen nu volgens de stelling van 
Wallacb-Sjmson in een rechte. 

Daar hoek a^pa^ blijkbaar 60° is, heeft men pa^z=z2pax. 
Evenzoo is pb^ == 2 pbi en pc^ = 2 pci. 

Wordt de driehoek bipc^ om p door een hoek van 60° ge- 
draaid, terwijl men alle Ignen verdubbelt, dan komen de pun- 
ten &, , (7,, Cl achtereenvolgens in (2) ^2» ^-2^ Hieruit blgkt, 
dat ook de punten b^^ a^, c^, in een rechte liggen. 

Door een wenteling van b^pc^ iu tegengestelden zin toont 
men aan, dat de punten 63, 03, c, door een rechte worden 
verbonden. 

Verder volgt uit de gelijkvormigheid der driehoeken 6,c,p, 
h^c^ en b^c^p terstond 

a,6, : 6,c, = ©2^2 : b^c^ = 0363 : Vs- 

Door de gevonden uitkomsten over te brengen op den drie- 
hoek ABC en de bgbehoorende ellips van Steiner , vindt men 
de bovengenoemde eigenschappen. 
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Vraagstuk XXVI. 

M* 6 g» Een ruimtekromme is gegeven door de vergelijkingen 

jr = fl C086 + 2rcos'0, 5= 2r sin 9 cos O, 

waar den hoek voorstelt, dien het vlak door OZ en een punt 
der kromme met het vlak XOZ maakt. Onderzoek de projectie 
der kromme op het vlak XOY, en bepaal een kubisch oppervlak, 
dat haar bevat. (J. Cardinaau) 

Opgelost difor J. Cardinaal en Dr. J. de Vries. 

Oplossing. 
De bedoelde kromme wordt voorgesteld door 
o; = a cos 9 + 2r cos* 6 , 
y = a sin 9 4 2r sin cos^ O , 
2 =2r sin cos 9. 

Voert men tg ^ 6 = ^ als nieuwen parameter in , aoo blgkt 
gemakkelijk, dat in een willekeurig vlak sses punten liggen; 
het is dus een ruimtekromme van den zesden graad. 
Uit 

:r sin 9 = y cos 
ea 

z = 2r sin 9 cos 9 
leidt men af 

xz = 2ry cos* 9 en ^2; = 2rx sin* 9. 
Hieruit 9 elimineerende , vindt men 

{m^ + y^)^ = 2rxy. 
Dit kubische oppervlak is de cylindroide. 
Stelt men x ieoO = p = Vaf^+y^ , dan levert de eerste 
vergelijking 

ar» 
/? = « + 2r -^ , 
P 
of 

(x* + yy = [(a + 2r) r» + ay^f. 

De projectie der ^ruimtekromme op XOY is dus een kromme 
van den zcsdeu graad, die symmetrisch ligt t. o. w de assen 
OX, OY. 
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- Uit .' • ? 

p = d 4- 2r ooB^ 6 

bigkt, dat/ze in O een viervoudig punt heeft, waarvan de 
raaklgnen aangewezen worden, door '■'■'•, 

008^ O = — a : 2r. 



Vraagstuk XXVII. '-. ♦ 

L* 17 d. Gegeven zijn een kwadratisch oppervlak F* en een 
daarbuiten gelegen punt P. Men vraagt een kwadratisch kegeivlak 
K', waarvan P de top is, zoo aan te nemen, dat het poolvlak tr 
van P ten opzichte van ,!P door K^ wordt gesnoden volgeqsf een 
parabool, die dubbel raakt aan de doorsnede van yt met F^, terwijl 
de polen der raakvlakken vaii K^ ten opzichte va!n F^ een cirkel 
vormen, Q. Cardinaal). 

Oplossing van T. J. Aller^ma. 

Zij 'S de doOTsnede van ir en F^, O het middelpunt van 8. 
Wij nemen de assen van 8 tot X-as en- Yas, d/^ rechte OP 
tot Z-as, en stellen OP = h. 

Daar w het poolvlak van P ten opzichte Van F' is, heeft 
de vergelgking van dit oppervlak den vorm 

Aa;31.+ By2 + 02^+2 lx ^ IA = 1) 

Voor een parabool R, die de kegelsnede 8, 

Ax^ + By» — IA = O, . 'z = O, ...... . 2) 

dubbel aanraakt, vinden wij dan , ^.h/ 

(Am« + BP) (Aar» -f By^ — IA) — AB (te,H my + n)« = 0. .. 3) 

Verder voor het poolvlak van Q(a;o, yo, ^o) ™®* betrek- 
king tot P«: 

J^^ + B^oy + Czc;^+l{z + Zo) — IA = o". ... 4) 

Zal 0<dooi: P (O, O, A) gaan,- dan moet voldaan worden aan 
Zo (CA + I) = 0. Was CA + I = O, dan zou F* tot vergelij- 
king hebben Ax^ .{- By^H- C (^ — A)^ =ï O, dus een kegeivlak 
zyn met P tot top; dit strijdt ie^en- de opgaaf." Ben heeft 
dus 00 = O té stellen. / ' 

•'•Voor de doorsnede van w en<^ is ^duB '^ 

-' - ■ AavF + By^y -1A = 0. .:•.;...... 5) 
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Hieruit Iobbod wg y op en Bubstitueeren de gevonden uit- 
drukking in 3). Na ontwikkeling vinden >iij 

k\lxo + myof ^ + 2 Ax\ — IA/ (Ixo + my^ + ny^ (Am/'o - B/yo)| 
+ PAV - ABnVo — IA (Aifi> + BP) yo* — 2 AlmwAyo = 0. 

Deze vergelijking moet twee gelijke waarden voor x ople- 
veren, daar de parabool R door de rechte (ir, ^) moet ge- 
raakt worden. 

De hiervoor te vervullen voorwaarde levert na ontwikkeliog 
en deeling door (Am* + BP)yo*, 

IA(Zxo + iffyo + n)» + nMAV + Byo* -IA) = ... 6) 

Deze vergelgking stelt een cirkel voor, wanneer men heefk 

All* + lAI* = En* + lAm* en Ihlm = 0. 

Voor / = O , (A — B)n* = lAm* wordt de vergelgking van 
het kegelvlak E* 



(A-R)AAa;»±:2By(« — A)V^IA(A — B)-AI(«~ A)« = 0, 

terwijl 6) overgaat in 

A(jr*+ y») ± 2yKlA(A-B) = O, 

en voor A>B twee gelijke cirkels voorstelt, die elkaar in O 

uitwendig raken en OX tot gemeenschappelgke raaklgn hebben. 

Neemt men m = O , (B — A)«* = lAP, dan vindt men voor K* 

(B - A) BAy* ±: 2 Aa<«-A)]/1A(B- A) - BI(^ - A)* = 0. 
Voor B>A wijst 

B(a? + y*) ± 2a?KÏA(B^T) 

dan twee gelijke cirkels aan, die in O door OY worden aan- 
geraakt. 

Meetkundige oplossing van 3. Cardi5aal. 

Zij S de doorsnede van F* met ir ; zg R de gevraagde para- 
bool. Wanneer de meetkundige plaats der polen van de raak- 
lijnen van R ten opzichte van S een door twee bepaalde punten 
A en B gaande kegolsoede is , dan raakt R aan twee bepaalde 
raaklijnen. In het gegeven voorbeeld zijn A en B de cirkel- 
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pnntcn in het oneindige; alzoo kan men wel is waar de raak- 
Iqnen niet construeeren, maar toch wel de Btraleninvolutie 
bepalen, waarvan de imaginaire dubbelstralen in de plaats ko- 
men van die raaklijnen. Zij deze straleninvolutie (I). 

Hieruit volgt deze oplossing : Verbind P met het middelpunt 
M van F' en construeer door MP als as een vlakken bundel , 
die het vlak w volgens de bovenomschreven straleninvolutie (I) 
sngdt. Het vraagstuk wordt nu herleid tot het volgende: 

Een parabool te construeeren , die twee gegeven rechten 
(welke hier toegevoegd imaginair zijn) tot raaklijnen heeft en 
téYens een gegeven kegelsnede dubbel raakt. Dit is weer een 
bijzonder geval van het vraagstuk: Een kegelsnede constru 
eercn , die con gegeven kegelsnede dubbel raakt en (evens drie 
gegeven rechten tot raaklijnen heeft. 

Yan dit laatste vraagstuk mag de oplossing bekend onder- 
steld worden. 

Men zal in dit geval twee bestaanbare oplossingen verkrggen , 
hetgeen met de vorige stelkundige oplossing overeenstemt. 



Vraagstuk XXVIII. 
O 6 a er. Men vraagt aan te toonen , dat het lijnelement van 

T 

een omwentelingsoppervlak met totale kromming — — - steeds kan 

a 

geschreven worden in den vorm 

(Dr. W. Kapteijn). 

Oplossing f?(m Dr. W. Kaptbijk. 

Voor het lijnelement van elk omwentelingsoppervlak geldt 
de betrekking 

rf^a ^ rf^a ^ f\u)dv\ 

Stellen R en R' de hoofdkromtestralen voor, dan is, volgens 
een formule van Codazzi, 

/(«) _ ^f 

RR' rfjt» 
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(Zie Darboux, Le^ons II, p. 886). 
Is nu RR'= — a^, dan wordt 

d^f 1 

dus 

%_ « 

y(u) = V'+i2e V 

Opmebkino. Yoor Ar2 = o vindt men de oppervlakken van 
aperiodisch type (Klein). 

Stelt men A-, >o, A-2<o, dan verkrijgt men de oppervlakken 
van het conische type. 

Voor fc,>o, A-jX^ -^'wï^i men hot riugvormige type. 



Vraagstuk XXIX. 

H^ 5 a. Men beschouwt op de kubische ruimtekromme R^ twee 
drietallen van punten A, , A^, Ag en B, , Bj, B3, Als er drie 
raakvlakken van R^ zijn , die haar in B, , B^ , B3 snijden en met 
elkaar een rechte van het vlak AjA^Aj gemeen hebben, dan zijn 
er ook drie andere raakvlakken, die R^ in A, , A2, A3 snijden en 
elkaar ontmoeten volgens een rechte van het vlak BjBjB,. Men 
vraagt dit te bewijzen. (Dr. J. C. Kluwer). 

Oplossing van Dr. J. C. Klüyver. 

De coördinaten van een punt der R^ kunnen rationaal wor- 
den uitgedrukt in een parameter. Heeft deze parameter in 
kk de waarde a^, in Bi de waarde h^,^ dan behooren, volgens 
de onderstelling, de vier kubische vormen 

(a? — a,) {x — ffj) {x — «3) en {x - ft*) (x — «*)« 

tot een involutie. 
Uit 

A(j: —er,) {x — a^ (x — 03)^/^ (x — ?»,) (a:— r,)^ - v{x — ^2) (■« ~ ^2)^ 

vindt men nu, door achtereenvolgens te stellen a; = a,, a^, «v,, 

W 1/ ^ «1 - ^i |/^i - ^ ^ ^2- ar, 1/0^2-7^ ^ ^^a — ^1 ]/ ^3 - *i 
r /tl flr, - 0*2' 'l, — ft^ ^2 — ^2 ' ^2 — ^2 ^3 ■" ^2 ^3 — ^2* 

waar de argumenten der wortelgrootheden onbekend zijn. 
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69 



Hieruit volgt 



^ a, — 62 02—62 



3^. = 



^ «3 — *2 

MeB heeft dus 

a.(o,-a3)|/?LZ*l + «,(a3_o,)l/^ + «aCa.-ajl/^ 

_ ' a^ — O^ ^ ^2 — 02 ' ÖTj- 



Door yerwisseling van 62 met 63 viBdt men een tweede uit- 
drukking voor x^. Tusschen de zes parameterwaarden ak^ bk 
bestaat bijgeToIg de betrekking 



r fl^l— «>3 f 02—^3 f ^3—^3 

K-a3)V^ +K- «.)1/^ + («.-"3)1/^ 
• («. a3)l/^ + («.-«.)l/^+K-a,)l/^ 

Door verdrgTing der breuken en deeling door 

(«1 - "3) («3 - «i) (oi — «») 
Tiodt men hieruit 

11 1 



Va, -b, Va,- 6, Va, - 6, 

1 1 1 ' 



I 1 1 1 

i; Voi — bi Va^-bi Vui - ba 



= 0. 
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Ook hier is van de argumenten der negen wortelgroothcdon 
niets bekend. Zijn evenwel zes parameterwaarden zoodanig 
aangenomen, dat voor een bepaalde keus der bedoelde argu- 
menten de bovenstaande determinant verdwijnt, dan vindt men 
teruggaande een bepaalde waarde van x^ en drie gelgke uitdruk- 
kingen voor y --J waaruit dan volgt, dat drie en dus de vier 

beschouwde kubische vormen in involutie zijn. 

Uitgaande van den determinant, die bij bepaalde keus vao 
de argumenten der wortelgrootheden nul is, kan men door ver- 
wisseling der okj bk een soortgelijken determinant afleiden. 
Als deze nieuwe determinant verdwijnt, behooren dan vier 
nieuwe vormen 

{x — 6,) {x — fcj) (a? — 6,) en {x - a*) (x — y*)» 

tot een kubische involutie. 

De ligging der beide drietallen A, , Aj» A, en B, , 6^,63 
is dus volkomen wederkeerig. 



Vraagstuk XXX. 

D 2 b y. Gegeven zijn twee gelijke , buiten elkaar gdegen cirkels 
A en B. Men bepaalt het spiegelbeeld (de inversie) A, van B 
naar A , het spiegelbeeld B, van A naar B , het spiegelbeeld A^ van 
B, naar A enz. In 't algemeen is A^ het spiegelbeeld van B^.i 
naar A en 'Bk het spiegelbeeld van Ait— 1 naar B. Men vraagt aan 
te toonen , dat de stralen der cirkels A , A, , A^ . . . eene conver- 
gente reeks vormen, zoolang A en B elkaar niet aanraken. 

(Dr. J. C. Kluwer.) 

Opgelost door Dr. J. C. Kluyver en J. Stein. 

Oplossing van J. Stein. 

Zij de straal der beide cirkels geljjk aan 1 , de afstand der 
middelpunten gelijk aan a (a > 2). De spiegelbeelden der 
snijpunten van B met de verbindingslijn der middelpuoten liggen 

op afstanden en — ; — van het middelpunt van A zoo- 

a — 1 a + 1 

dat de middellijn van Aj gelijk is aan -— ■ • 
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Op gelijke wijze vindt men voor de middell^n van A^ de 

waarde j -. — , en in 't algemeen : 

a a — — --— 

0—1 a+ l 



Middellijn van A, 
1 


1 




1 




• 

i 


«i- 


1 


1 

«3-. 

• 

1 






e*»— 



«»+l 



Zii nu — de Jfc*» naderende breuk van {O, Oi, aa, ...«*..«« I , 
•* fik 
dan vindt men: 

iu,AA A a.(g-l)-«»-i a. (a-|-l)-«— 1 ^ 
Midd. A. - ^^(„_i)_^^_j ^.(„^1) _ ^._, 

a«.|.i — g» o« +i+«» __ 2 «n+i^» — "nPii+i _ 

Nu is a.+i/3- - «.^.+ 1 = (-!)•• 1 . (-1)" = + 1 ; <1»8 ^« 

straal van A.,= x: ^r ; en te bewgzen is, dat 

p»»+i — p*» 
«=» j 
1 + 'V* — convergeert voor « > 2. 

Stelt men a = 2H-X, dan is 

3. + 1 - 3. = («0. - 0— i) - 0- = ^» - ^— 1 + ^/3- 

Evenzoo 

0. — /3«_i = 0»_i — /3»-» + A0«_i enz. 

Dus is 0,+i— /3. = l + XS0p, en 



/3«. + i-0». (i + AS^p)(/3. + i + ^.) 
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Daar uit de waarde yoot /Sü + i -- /3. blijkt, dat de fi'n een 
rij van positieve getallen yormen, waarvan de Yerechillen grooter 

OP I 

zijn dwi 1 . w ^ ^ eindig. 

1 H * 

Nu is 1 + A S/3, > X/3. ea /3. + , + 0. > 20. , düB 
/3^ + 1 — ^»- > 2A^^, zoodat de reeks ^ ^ sneller 

convergeert dan — ^ -— -. 
^A 1 p » 

De reeks der stralen convergeert dus, zoolang X grooter is 
dan nul. 

Voor A = O, is /3.+i — 0» = 1 , en dé stralen vormen de 
divergente reeks: 

1 _L ± ± 



3 ' 5 ' 7 ' • • • 2ti + r 



Uit 't bovenstaande blijkt nog, dat A^ gelegen is op eeo 
afstand \(a — Va^ — 4) van *t middelpunt van A. 



Vraagstuk XXXL 

M' 1 e a. Met betrekking tot een punt P der spinodale (para- 
bolische) lijn van een algebraïsch oppervlak vraagt men de vol- 
gende eigenschappen te bewijzen : 

a. Indien in P de raaklijn aan de spinodale lijn samenvalt met 
de raaklijn in het keerpunt der bij P behoorende tangentiaaldoor- 
snede, dan is P een plooipunt van het oppervlak. 

b. Indien in P de aanraking tusschen de spinodale lijn en het 
raakvlak van het oppervlak van de derde orde is (zoodat dus de 
afstand tot dit vlak evenredig is met de vierde macht van het 
boogelement), dan is P een plooipunt. 

c. Indien die aanraking van de v i e r d e of hoogere orde is , 
dan is P bf een heterogeen dubbelplooipunt ^een plooipunt, waar 
de kromtestraal der spinodale lijn gelijk is aan dien van één der 
beide aan elkaar rakende takken der tangentiaaldoorsnede. 

//, De aanraking tusschen raakvlak en spinodale lijn kan nimmer 
van de tweede orde zijn. (Dr. D. J. Kortkweg). 
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Oplossing van Dr. D. J. Eorteweo. 

Nemea wij als y-as de raakliJQ van het keerpunt der tan- 
gentiaaldoorsnede , als oorsprong het punt P, als a^oy-vlak het 
raakvlak, dan wordt de vergelijking van het oppervlak in 
reeksontwikkeling : 

Voor de vergelijking der spinodale lijn , bepaald door 

èx»'dV [dx^J ~^' 
vindt men gemakkefljk: 

0= 4c,{d^ -1- rf^) + 4 {c,e^ + 3d,rf3 - d^^)x'-^4{3c,e,+9d,d,— 
— d^d^) xy + 4 (6c,^5 -f Sd^d^^d^^) y^ + . . . 
Haar raaklijn heeft dus tot vergelijking: 
^1(^33- 4. d^y) — 0. 

Het geval c, r= O (dat een osculatiepunt van het oppervlak 
kenmerkt) 'is uitgesloten , daar volgens de onderstelling de spi- 
nodale lijn geen dubbelpunt heeft. Voor het samenvallen der 
raaklijnen is dus noodig (/^ = O en dit is inderdaad de voor- 
waarde voor de aanwezigheid van een plooipunt. {Wiener 
Sitzungsber., Bd. 98, Abth. H, 1889, S. 1154. D. J. Korte- 
VBO. Ueher Faltenpunkte § 1). 

Hiermede is het eerste, gedeelte bewezen. 

Wat het tweede betreft, merken, wij op dat, tenzij d^^=Q 
mocht zjjn. de abscis x van de orde is van bet boogelement. 
Wegens den term c^a?' kan , waar c, = O uitgesloten is , de 
aanraking dan echter slechts van de eerste orde zijn. Aanraking 
van hoogere orde kan dus alleen verkregen worden voor (/4 = 0, 
derhalve voor een plooipunt. Het geval dat tevens rfj = O 
mocht zijn (het geval van het homogeene dubbelplooipunt , 
1. c. § 10) mag nu wederom uitgesloten worden , daar het even- 
zeer tot een dubbelpunt der spinodale lijn aanleiding zou geven. 
Wg hebben dus noodzakelijk, bij aanraking van hoogere orde ^ 
c/^ = 0, ^3^0; dan echter wordt de vergelijking der spinodaal- 
liju bij eerste benadering: 
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terwijl y evenredig is met het boogelement. Door substitutie 
Van deze uitdrukking in de vergelijking van het oppervlak, 
waar nu de term met y^ verdwenen is, vindt men dat de 
afstand van een naburig punt der spinodale kromme tot het 
raakvlak wordt aangegeven cbor den vorm: 

De aanraking is dus in het algemeen van de derde orde en 
nimmer van de tweede^ terwijl het punt P een plooipunt ia. 
Hiermede is het tweede en vierde gedeelte bewezen. 

Bg aanraking van de vierde orde wordt blijkbaar voldaan aan 

(d,» — 6c,«5)* + di^d^^ - 6c,e^) + c^e^di^ = 0. 
Hiervoor kan men schrgven 

(d^^-4c,e,)(2d,^--9c,e,) = 0. 

Het verdwijnen van den eersten dezer factoren is de voor- 
waarde voor het heterogene dubbelplooipunt {1. c. § 11). Wat 
het nul worden van den tweeden factor betoekcnt, is meet- 
kundig gemakkelijk te voorzien; het wordt als vulgt nader 
aangetoond. 

Voor de vergelijking der tangentiaaldoorsnede wordt bg eerste 
benadering gevonden (1. c. § 3 , waar Zq = te stellen is) : 

Zal een der beide takken dezelfde kromming bezitten als de 
spinodale lijn, dan moet voldaan zgn aan 

da» -. 6 c,«. d. 1 , 

Dit uitwerkende , vindt men weer de voorwaarden : 

(d,2 - 4 c,e^) (2 dg» - 9 c,e^) = 0. 

Yoor d»3 ^ 401^9, dus voor het heterogeene dubbelplooipunt, 
heeft de spinodale lijn gelijke kromming met beide takken der 
tangentiaaldoorsnede , voor cPg — 5 ^i^ö "^®* ^^^ ^^^ beide. 



Het 'Wiskundig Genootschap onder de zinspreak: ^Em onvfr- 
moeide arbeid kwnt allee ie hoven ^^^ opgericht in 1779, tracht de 
beoefening der Wiskunde te boTorderen door 

a) het honden van yergaderingen , 

h) bet uitgeven van tijdschriften, 

e) het uitgeven van een reeks vraagstukken ter oplossing voor 
de leden, later gevolgd door de oplossingen, 

d) het uitschrijven van prijsvragen, 

e) het inrichten eener boekerg, enz. 

De vergaderingen worden zooveel mogelijk nnaandelijks te Amster- 
dam gehouden , in de maanden van October tot Maart 

Het tydschrift ^ Revue semestrielle des publications maihématiques" 
tracht in den kortst mogelijken tijd beknopte opgaven te verschaffen 
omtrent de in de verschillende wiskundige tydschriften opgenomen 
verhandelingen. Het verschgnt jaarlijks in twee stukken, ieder van 
ruim honderd bladzgden. 

Het tijdschrift getiteld j, Nieuw Archief voor Wiskunde^* gere- 
digeerd door Dr. J. C. Kluyveb te Leiden, Da. D, J. Koktbwbo te 
Amsterdam en Dr. P. H. Schoutb te Groningen bevat wiskundige 
yerhandelingen. Elke twee jaar verschijnt een deel, bestaande oit 
vier stukken van ongeveer vijf vel druks. 

De voornaamste der door de leden ingezonden oplossingen van 
de voorgestelde vraagstukken worden gepubliceerd in de , Wiskundige 
Opgaven^" geredigeerd door Dr. J. Da Vries te Utrecht. Elk deel 
bevat de oplossingen van 200 vraagstukken in ruim 400 bladzijden; het 
verschijnt in twee of drie jaar en bij stukken van ongeveer vier vel druks. 

Jaarlijks wordt door het Genootschap een twaalftal prijsvragen 
uitgeschreven. Zij, die na verloop van tijd tien prijsvragen hebben 
beantwoord, verkrijgen den titel van lid van verdienste. 

De bibliotheek, waarvan de boeken op aanvraag bg Dr. C. P. 
Burger, bibliothecaris van de Universiteits-bibliotheek te Amsterdam, 
aan de leden worden verzonden, is. op de hoogte van den i(jd, daar 
het Genootschap in ruiling is met de voornaamste wiskundige genoot- 
schappen in het buitenland. 

De jaarlijksche contribuiie vtm de leden der Vereeniging bedraagt 
f 6,00 (entree ƒ 1,00). 

Zij, die nog geen lid zijn en mochten verlangen lid te worden, 
gelieven zich aan te melden bij den Ondervoorzitter, den Heer 
D. CoELiNGH, Marnixstraat 409, Amsterdam. 
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Ter bevordering eener geregelde toezending van de druicwerlcen van iiet Genoot- 
schap, worden de leden beleefd verzocht bij verhuizing hun nieuw adres op te geven 
tan den Heer D. COELINGH , Ondervoorzitter van het Genootschap , Amsterdam , 



De volgende vroeger verschenen uitgaven zijn tegen de daarbij 
aangegeven prijzen te ontbieden bjj den Ondervoorzitter, den 
Heer D. Coelinoh, Amsterdam, Marnixstraat 409, bg wien 
men ook klachten inbrengen kan over eventueele onregelmatig- 
heden in de toezending der uitgaven van het Qenootschap. 

Feestgave van het Wiskundig Genootschap ter gelegenheid 
van zijn honderdjarig bestaan, bevattende de herdruk van twee 
zeldzame, merkwaardige Hollandsche Werken [(Corte onderrich- 
tinghe dienende tot het maecken vande reductien vande tacx- 
custingen tot gereede penningen , om dien-volgende te cysschen 
en ontfangen den veertichsten penning op alle vercochte of 
vervreemde onroerende goeden , volgende tplacaet der Heeren 
Staten van den xxii Decembris 1598) en(W"aerdye van Lyf-renten 
naer proportie van Los-renten, geteekent Johan de Witt, 1671)] 
in den handel /6,00 .... voor de leden /3.00. 

Regfister naar eene wetenschappelijke verdeeling op de werken 
van het Wiskundig Genootschap, Amsterdam, 1885 

in den handel ƒ3,00 .... voor de leden ƒ1,50. 

Grondslage van een bibliographisch repertorium der wiskundige 
wetenschappen (naar den franschen tekst bewerkt), Amsterdam, 1892 
in den handel ƒ2,00 .... voor de leden ƒ1,00. 

Voordrachten over den Grondslag, per vel 
in den handel ƒ0,30 .... voor de leden ƒ0,15. 

Nieuw Archief voor Wiskunde, eerste reeks, twintig deelen, 
tweede reeks , deel 1 en 2 , per deel 

in den handel ƒ4,00 .... voor de leden ƒ2,00. 
(De volgende deelen per deel 
in den handel ƒ6,00 .... voor de leden ƒ 3,00, 

en per overcompleete aflevering 

in den handel ƒ 1,50 .... voor de leden ƒ0,75). 

Wiskundige Ol^aven met de oplossingen, nieuwe reeks, 
deel 1 — 7 per deel 

in den handel ƒ6,00 .... voor de leden ƒ3,00. 
en per overcompleete aflevering 

in den handel ƒ1,00 .... voor de leden ƒ0,50. 

Revue semestrielle des publications mathématiques, deel 
1 — 8 , elk van twee stukken k ƒ 4,00 en bij overcompleete ^kken, 
per stuk ƒ2,00. 

Tables des matières des volumes I— V . . . /'2,(X, 
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Gemakkelijk blijkt verder dat Ü beide geyallen de aanraking 
in het algemeen hoogstens vaa d^ Tierde,^ ord^M* Daartoe 
bescbouwe men slechts de yergelijking (3) van § 2 (1. c); de 
eerste groep van termen vervalt '>4oor de substitutie 

maar de tweede blijft in het algemeen bestaan en voert tot 
waarden yan 0, die met y^ evenredig zijn. 



/ff \ dy 



Vraagstuk XXXII. 
H 5 d. Men vraagt te integrceren de differentiaalvergelijking 

(Dr. S. Levanen.) 
Opgelost door Mevr. A. G. Kerkhoven — Wijthoff^ Dr. A. 
J, A. Prange. 

Oplossing van Dr. A. J. A. Pr/lnge. 

Door de substitutie y = vw gaat de gegeven vergelijking 
over in 



w -— 



+ 






^ \dw /ir \ \^^ 



dv 
Hieruit zal de coëfficiënt van -r- verdwnnen, als men voor 

dx - 



w neemt een oplossing der vergelgking 

d%D 
dx 
of 



' /ir \ 

; + tg — — a?J tr = O , 



dw cos a; — sin re , ^ 

+ do; == 0. 

w sm o; 4- cos x 

Stelt men nu 

VD (sin a; + cos a?) = 1 , 
WiBx. Opo., dl VIII. 
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dan wordt 

(coBx+ sina;) - ^ + 2(co8a: — Anx)- (cosir-f 8iDa:)«? = 0, 

doe ujC 

of 

ePw . ^ , lir \dv> 

en men Tindt ter bepaling van v de vergelgking 

Derhalve is 

y (cos X + sin x) — ke* + B^"'. 



Vraagstuk XXXIII. 

H'Sb. Men vraagt de meetkundige plaats te vinden van een 
punt, dat met zijn projecties op drie gegeven rechten in een vlak 
ligt. (J. Neuberg.) 

Opgelost door T. J. Allersma en Dr. J. de Vries. 

Oplossing. 

Laten de gegeyen rechten h voorgesteld zgn door 

X = a* + A*p , y = ft* + /u*/t> , z^=^Ck-\-vkpj (A: = 1 , 2 , 3). 

Het normaalvlak van h door het punt "P {x , y, z) beeft 
dan tot vergelijking 

A*(X-x) + /u*(Y-y) + v*(Z-^) = 0. 

Voor de projectie P* van P op h vindt men nu 

A* (a* + Ajtp — x) -^ fik {bi + fijcp — y) + v* (c* + vkp — 2) = 0. 

Hieruit volgt 

Pk = A* (a: — ük) 4- /w* (y — hi) + vk{z — cj). 

Daar voor P* de betrekking 

iP* = a* -|- \kpk 



Xi — X 


Vx-y 


z^ — z 


x^-x 


ya-y 


z^-z 


x^-x 


y«-y 


z,-z 
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geldt, heeft men derhalve 

Analoge uitdrukkingen vindt men voor yt en Zk. 

Nu liggen P, , P,, P, en P in een vlak, wanneer voldaan 
is aan de voorwaarde 



= 0. 



Yoert men hier de waardon van Xk^ y^, Zk in, dan vindt 
men een kubische vergelgking in Xj y^ z. 

De gevraagde meetkundige plaats is dus een kubisch opper- 
vlak. Uit den aard der zaak bevat dit oppervlak de gegeven 
rechten 2,, /,, l^, wat trouwens door substitutie gemakkelyk 
kan aangetoond worden. Het oppervlak gaat tevens door de 
kubische ruimtekromme der punten P, waarvoor P, , P, en P, 
in een rechte liggen. (Yergelgk vraagstuk 47 van deel Y der 
Wisk. Opgaven). 



Vraagstuk XXXIV. 

L^ 11 e. Van een gelijkzijdige hyperbool zijn gegeven een normaal 
en het middelpunt of een der brandpunten. Men vraagt naar de 
meetkundige plaats der brandpunten of van het middelpunt. 

(J. Neuberg.) 

Oplossing van T. J. Allersma. 

I. Door het gegeven middelpunt O trekken we OX loodrecht 
op de gegeven normaal n en OY evenwijdig aan n. Noemen 
we den afstand van tt tot O Y nu a, dan stelt 

a;2 _ ya 4. 2Xxy + /i = O 

alle gelijkzijdige hyperbolen voor , die O tot middelpunt hebben; 
Is yi de ordinaat van het punt, waartoe n als normaal behoort, 
dan moet voor x = a^ V = y\ ^^ vergelijking der raaklijn wezen 
y = yi. Men heeft dus 

a + Xyi = O en f4 = y,^ — aXy,- 

6* 
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Het bedoelde stelsel van hTperboleii wordt derhaWe voorge- 
steld door 

a:» — y« + 2X«y + a» + --=rO. 

Is (S, ri) een der brandpunten, dan moet dese vergelgking 
herleidbaar zijn tot den Yorm 

Men heeft daartoe de voorwaarden 

1 -1 X a^(l-hA«) ' 

£ + «7 = 0, n + ^y-O. 

Hieruit leidt men achtereenvolgens af 

a^ + p^ = 2 en A(a^ - j3») = 2af3 ; 

p + ,»=2y» en X(p-,,») = 25n; 

gn ^ XMS' + ii") 
Xy» 2a\l+X») ' 

Uit de laatste vergelgking vindt men door eliminatie van X 
en y voor de meetkundige plaats der brandpunten de vei^e- 
Igking 

Zij stelt een kromme van de vierde orde voor, die in O een 
dubbelen buigknoop heeft. 

IL Door het gegeven brandpunt O trekken we weer OY 
evenwijdig aan de gegeven normaal n en OX loodrecht op n. 

Voor de kegelsneden, die O tot brandpunt hebben, is dan 

oc^ + y^ = (ccx + (iy + y)\ 

Behoort n als normaal tot het punt (a, yj, dan heeft men 
de voorwaarden 

a» + ^^=r2, a=a(aa + /3y.+7), y.^ = Oy, + 7) («« + /5y, + r), 
terwgl het middelpunt der kegelsnede bepaald wordt door 
;c = a («x + ^y -f 7), y = /3 (ax + fiy + 7). 
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Eliminatie van a, /3, y en y, tusschen de laatste yijf ver- 
gelijkingen levert de vergelijking der meetkundige plaats van 
het middelpunt. 

Stellen wg 

dan wordt achtereenvolgens 

:r« + y» = 2»» , r = -9; 

afF = x(ax + y,y^(P) , y,»»* = (y,y - »*) (öw? + y,y - »»). 

Als men nu y, tusschen de laatste twee vergelijkingen elimi- 
neert en vervolgens gebruik maakt van ar^-{-y^ = 20^, komt 
men ten slotte tot 

aJ* («* + y") =(2aa? — o») (»» - y»). 

Deze vergelgking stelt een kromme van de vierde orde voor, 
die in O een knooppunt heeft. 

Vraagstuk XXXV. 

K 8 C. Om een cirkel met middelpunt O is een vierhoek ABCD 
beschreven. Worden de a&tanden der hoekpunten tot de raakpunten 
door a, b^ c^ d aangewezen, en zijn M, N de middens der dia- 
gonalen AC, BD, dan heeft men de volgende betrekkingen 

4MN^ = (.+^ + . + ^)^-4 ia^c)(b-Vi) ' 

OM : ON = (a + f) : (^ + d\ (J. Neübbrg.) 

Opgelost door T. J. Allersma, Dr. A. J. A. Prangb, Dr. C. 
Stolp en Dr. J. de Vries. 

Oplossing. 

1. Als men de halve hoeken van den vierhoek door a , j3 , 
7, S aanduidt, dan is blgkbaar 

tg(« + /3) + tg(y + 8) = 0. 
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Stelt r den straal van den ingeschreTen cirkel voor, dan 
heeft men tgcr = r : a enz. Na substitutie vindt men uit boTen- 
staande vergelijking 

abc -|- abd -f- «cd + bed 83 

a -^b + c + d Sj' 

Nu is OA* = a^ -|- r^, en hieruit wordt, na eenige herleiding, 
verkregen 

OJl" = {a + b){a ^ c)(a -h d) : (a + b + c + d). 
2. Door vervorming vindt men uit den cosinusregel 

BD» = (AB — AD)^ + 4AB . AD sin» a. 
Nu is AB = a + ft, AD = a + d en Bina = r:OA, derhalve 

BD» = (6 - df + 4r* (a + b) {a + d): ÓA«, 
of 

BD^ = (6 - df + 4r»«, : (a -|- c), 
of 

BD> = (6 -h d)a + 4ac (6 + d) : (a + c). 

Door verwisseling van letters volgt hieruit 

AC* = (a -h c)* -f- 46d(a + c) : (6 + d). 

8. Men heeft verder 
4MN^-=2AN2f 2CN^-A(?=AB^-hBC»-hCD»-hDA, -A(? - BD». 
Met behulp van 2. vindt men hieruit 

4MN* = Sy^ — 4r»5,» : (a |- c) (6 + d) , 
of ook 

4MN^ = s;^ — 4«,«3 : (a + c) (6 + d). 

4. Uit driehoek AOC volgt verder 

40M» = 20A* + 200^ — AC> = (a + c)^ - 4r» (a + c) : (6 -f- d). 

In verband met de uitdrukking voor 4MN^ leidt men hieruit af 

OM : MN = (ö + c) : (a + i + c + d). 

Dus is ook 

ON : MN = (6 + d) : (a + 6 + c + d) , 
zoodat 

OM : ON = (a + c) : (6 + <^. 

Opmerking. Blijkbaar is OM + ON = MN. Het middelpunt 
O ligt dus in een rechte met de middens M, N. (C. S.) 
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Vraagstuk XXXVI. 

K 2 d. Op de zijden BC, CA, AB van een driehoek als grond- 
lijnen beschrijft men drie gelijkvormige gelijkbeenige driehoeken en 
verbindt hun toppen A', B', C' met het zwaartepunt G van driehoek 
ABC. Bewijs , dat de rechten door A , B , C evenwijdig met A'G, 
B'G , C'G getrokken , in één punt samenkomen , en bepaal de meet- 
kundige plaats van dat snijpunt. (Dr. A. J. A. Prange.) 

Opgelost door T. J. Allersma, Dr. A. J. A. Prangen 
Dr. C. Stolp. 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 

Wij verbinden de middens Aq, Bq, Cq der zijden BC, GA, 
AB met de toppen A'. B', C' der bedoelde gelijkbeenige drie- 
hoeken. Zijn nu A", B", Q," de snijpunten van AqA', BqB', 
CoC' met de rechten, welke door A, B, G evenwijdig loopen 
met A'G, B'G, C'G, dan volgt uit de gelijkvormigheid der 
driehoeken A^GA' en A^AA'^: 

A^A' : A^A" = AoG : AqA = 1 : 3. 

Derhalve heeft men A^A" =: 3AqA'. 

Daar evenzoo BqB'' = SB^B' en CoC"=3CoC' ia, zijn A% 
B'', C'^ de toppen van drie gelijkvormige, gelijkbeenige drie- 
hoeken A''BC, B''CA, C'AB. 

Yulgens een bekende eigenschap snijden AA^, BB% CG^ 
elkaar dus ia een punt S der hyperbool van Kiepert. 



Vraagstuk XXXVII. 

K 11 e. In een vlak zijn gegeven de vaste cirkels C, en C^. 
Twee veranderlijke cirkels C3 en C^ raken C, en Cj en elkaar aan. 
Men vraagt, langs raeetkundigen weg, de meetkundige plaats te 
bepalen van het raakpunt der cirkels C3 en C4. 

(Dr. P. H. ScHOüTE.) 

Opgelost door Dr. C. Stolp en Dr. J. de Vries. 

OploBsing. 

De cirkels Ci en C^ kunnen in elkaar worden omgezet door 
een inversie, die een der geiykvoroiigheidspunten tot centrum 
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heeft. Bij deze vervorming gaat elk der cirkels C3, C4 in 
zich zelf over; hun raakpunt blijft dus op zijn plaats. Derhalve 
is de meetkundige plaats van het raakpunt van C3 en C4 een 
cirkel, die een der gelijkvormigheidspunten tot centrum heeft. 

Hierbij is ondersteld, dat C3 en C4 gelijksoortige aanraking 
hebben met C, en C2, d. w. z. dat do verbindingslijn der raak- 
punten R,3, R23 ^^^^ hetzelfde gelijkvormigheidspunt gaat als 
de rechte Ri4R24« 

Elke cirkel C3 wordt blijkons het voorgaande door twee 
van dezelfde soort aangeraakt, en wel in de snijpunten van Cs 
met den overeenkomstigen cirkel van inversie. 

Om na te gaan of C3 nog door andere cirkels C4 wordt ge- 
rsMkkt, maken wij gebruik van de inversie, die R23 tot centrum 
heeft en C, in zich zelf omzet. G3 wordt dan een raaklijn C"' 
van Cl, en C2 gaat over in een rechte C", die evenwijdig 
loopt met C". 

Men ziet nu terstond , dat Ci , C" en C' door drie cirkels 
worden aangeraakt. Twee daarvan zijn de inversies van de 
boven aangewezen , met C3 gelijksoortige , cirkels. De derde 
raakt Ci in zijn raakpunt met C'^; hij is de inversie van een 
cirkel C4, die C, in R,3 aanraakt, dus niet gelgksoortig kan 
zijn met C3. 

Hieruit volgt, dat C, en C^ de meetkundige plaats vormen 
voor de raakpunten R34 van ongelijksoortige cirkels C3, C4. 



Vraagstuk XXXVIII. 

K 14 C a. Op de zijvlakken van een kubus met ribbe a als 
grondvlakken beschrijft men regelmatige vierzijdige pyramiden met 
een hoogte x. Voor welke waarde van x is de inhoud van den 
daardoor gevormden pyramidenkubus een maximum met betrekking 
tot zijn oppervlak? (Dr. P. H. Schoute.) 

Opgelost door T. J. Allersma, J. A. Kerkhoven, Dr. A. 
J. A. Prange €n Dr. C. Stolp. 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 

Zij I de inhoud, O het oppervlak van don pyramidenkubus, 
<p de tweevlakkige hoek gevormd door twee zijvlakken, die in 
een ribbe vaa don kubus samenkomen, r de loodlijn uit het 
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middelpunt van het lichaam op de vlakken van den hoek. l de 
luodlijn op de ribbe van den zelfden hoek neergelaten. Men 
ziet nu onmiddellijk, dat 

een maximum zal zijn , als een gestrekte hoek wordt en het 
lichaam dus in een ruitentwaalfvlak overgaat. De opstaande 
zijvlakken van elke pyramide maken dan hoeken van 45^ met 
het grondvlak en de gevraagde hoogte is 

X = ia. 

Opmerking. Vervangt men den kubus door een ander regel- 
matig lichaam, waarvan wij het aantal ribben door n zullen 
aanduiden , dan wordt eveneens I : O een maximum , als het 
lichaam in een ruiten-n-vlak overgaat. Uit een viervlak ont- 
staat aldus een kubus, uit een achtvlak een ruitentwaalfvlak, 
terwijl het twaalf- en twintigvlak ieder een ruitendertigvlak 
geven. Is p de straal van den in het regelmatige lichaam be- 
schreven bol, pi de straal van den ingeschreven cirkel eens 
zijvlaks, dan is de hoogte van elke pyramide 

X = ^,» : p. 

In ons vraagstuk was p = p, = ja. 



Vraagstuk XXXIX. 

H 5 h ^. Door een punt O van een kubische ruimtekromme 
met drie onderling rechthoekige asymptoten trekt men de onderling 
loodrechte koorden OA, OB, OC. Bewijs, dat de raaklijn in O 
loodrecht staat op het vlak ABC. (Dr. J. de Vries.) 

Opgelost door Dr. J. de Vries en Dr. P. Zeeman Gz. 

Oplossing van Dr. P. Zeeman Gz. 

1. Gaat een gelijkzijdige kubische hyperbool, d. i. een kubi- 
sche ruimtekromme , waarvan de asymptoten onderling loodrecht 
zijn , door de hoekpunten van een orthocentrisch viervlak , dan 
zal die kromme ook gaan door het orthocentrum van dat vier- 
vlak. 

2. In een gelijkzijdige kubische hyperbool kunnen oo^ ortho- 
ccntrische viervlakken beschreven worden. Heeft men twee 
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koorden der kromme, die onderling loodrecht zijn, dan vormen 
de uiteinden van die bei<1o koorden de vier hoekpunten van 
eendergelijk viervlak. 

3. Zij OL de raaklijn in het punt O der kromme. Een 
willekeurig vlak, loodrecht op de raaklgn, snijdt de kromme 
in drie punten A, B en C, zoodanig, dat volgens 2. O ABC een 
orthoc^ntrisch viervlak is, waarvan het orthocentrum op OL, 
en daar deze raaklijn is, in O moet liggen; de drie reohten 
OA, OB en OC zijn dus onderling loodrecht. Trekt men om- 
gekeerd uit O drie koorden OA, OB en OC der kromme, die 
onderling loodrecht zijn , dan is OABC een orthocentrisch vier- 
vlak , waarvan het orthocentrum in O ligt. De verbindingslijn 
van O met dat orthocentrum is de loodlijn uit O op ABC; zij 
valt samen met de raaklijn der kromme in O. 

4. Uit 3. volgt: Trekt men uit O alle mogelijke tripels 
van onderling loodrechte koorden , dan bepalen deze elk op de 
kromme drie punten A, B en C. De verschillende vlakken 
ABC zijn evenwgdig , omdat zij allen loodrecht staan op de raak- 
lijn in A. 

5. Brengt men het vlak ABC door O, laat men dus het 
punt A met O samenvallen , dan zullen de drie rechten OA (de 
raaklijn in A), OB en OC nog onderling loodrecht zijn; OBC 
is dus het normaalvlak in O. Derhalve : Alle normaalvlakken 
eener gelijkzijdige kubische hyperbool snijden die kromme iu 
drie punten, die hoekpunten van een rechthoekigen driehoek 
zgn. Het hoekpunt van den rechten hoek ligt in dat punt der 
kromme, waarbij het normaalvlak behoort. 



Vraagstuk XL. 

KIe. Men verlengt de symmedianen van driehoek ABC tol 
dat ze den omgeschreven cirkel in A', B', C' snijden, en bepaalt 
de middens A", B", C van AA', BB', CC'. Te bewijzen, dat 
driehoek A"B"C'' met driehoek ABC de isodynamische centra ge- 
meen heeft. (Dr. J. de Vries.) 

Oplossing van Dr. J. de Vries. 
1. Wordt het punt met de rechthoekige coördinaten x , tf 
door de complexe grootheid x + itf aango wezen , dan kan men 
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de hoekpuntoD van een driehoek als de wortelpunten van een 
kubischen vorm beschouwen. Het coördinatenstelsel kan steeds 
zoo gekozen worden , dat de bedoelde kubische vorm tot de 
vergelijking 

jfc(e + d)3 + J(e-d)3 = o (1) 

leidt. 

Voor €^ = 1 heeft men dan 

gi H- d _ Z2 + d _ 2 ^3 + ^ 
2r, — d z^- d z^ — d 

of ook 

1 



J_=.(-^ L_), 

— d \z^ — d 2r« — dl 



z^ -- d Z2 — d *^2 
Door de substitutie (sr — d) m» = 1 vindt men hieruit 

Wj 1^2 = € («72 — ^1i)' 

Inversie ten opzichte van elk der punten z = ±d zet dus 
de punten k, B, C om in de hoekpunten van een regelmatigcn 
driehoek ; de punten z = ±d zijn derhalve de isodynamische 
centra van ABC. 

2. Het zwaartepunt van ABC wordt bepaald door 

{k + l)ZQ = S{l — k)d. 
We kunnen bijgevolg 1) vervangen door 

2» + 3^0^^ + 3cp2f 4- d22?o = O (2) 

Door de substitutie zt = d^ wordt deze vergelijking omgezet in 
^ + 3^/4-3(P^ + (P^o = 0, (3) 

waar t^ voor d^ : zq is geschreven. 

BIgkbaar wordt elk der wortelpunten A^ B', C' van 3) door 
de punten ± d harmonisch gescheiden van een der punten 
A, B, C; d. w. z. het linker lid van 3) verschilt slechts in een 
factor van den kubischen covariant , die bij 2) behoort. Hieruit 
volgt, dat elk der punten A', B', C' door een hoekpunt van 
ABC harmonisch wordt gescheiden van de overige twee hoek- 
punten. 

Dit kan trouwens aldus bevestigd worden: 

Men heeft 



l z,+d y^ Z2 + d z^ + 
W, — d/ z^ — d * z^^ 



d' 
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Derhalye wordt het pant t^ , dat door 2, hariDooisch yan 
'2 ^^ ^3 geacheiden is, aangewezen door 

tl — d z^-d' 

of door 

Zxtx — tP. 

Blgkbaar zgn t,» ^, ^3 de sagpunten van cirkel ABC met 
de symmedianen yan ABC. 

3. A, B, C, A', B', C zgn de wortelpunten yan de yer- 
gelijking 

{z' + Sz^z^ + id^z + (P^o) (e3 + 3^0^^ + idh t d^Q = O, 

die door de substituties 

z + — ^2v, z^+t^ = 2v^ 
z 

wordt omgezet in 

Uit den yorm dezer yergelgking blijkt terstond, dat haar 
wortelpunten een driehoek bepalen , waaryan z=r±d de iso- 
dynamische centra aanwijzen , terwijl uit z-\- 1 = 2v volgt , dat 
deze wortelpunten de middens van AA', BB', CC' zgn. 

En hiermede is het bewgs geleyerd. 



Vraagstuk XLI. 

K 2 d. In het vlak van een driehoek ABC construeert men een 
driehoek A'B'C', die, met betrekking tot het zwaartepunt van 
ABC, homothetisch is met den eersten driehoek van Brocard. 
Te bewijzen, dat 

a) als P een punt is van de hyperbool van Kiepert , de rechten 
door A', B', C' evenwijdig met AP, BP, CP getrokken, in een punt 
samenkomen ; 

d) dat dit ook het geval is met de loodlijnen uit A', B', C' op 
AQ, BQ, CQ neergelaten, als Q op de kegelsnede ligt, die door 
de hoekpunten, het hoogtepunt en het punt van Steiner van drie- 
hoek ABC gaat. (Dr. H. van Aubel). 
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Oplossing van Dr. H. var Aubel. 

1. Is A,B,C| de eerste driehoek van Brooard, n de verhoading 

AtA^ ^ B,B' ^ C,C' 
A,G ~ B,G ~ 0,G 

en a*+6'-fc' = P, dan vindt men zonder moeite voor de 
coördinaten van A' 

iiJt» + 3(I -«)a«, iiJi? + 3(l — n)<r«, fift»+ 3(1 - n)ft«, 

en hieruit de equipollentie 

., [iiiP + SO-nK] A+ [»!*» + 3(1 -n)(!»]B+[n]fc»+8(l-n)i»]C 

Evenzoo vindt men 

_, [iiifc» + 3(l -if)c»J A + [nP+3(l-n)6»]B + [ttP+3(l— n)fl«]C 
B = 3^^ , 

„ [«*> -t 3(1— n)6»] A + [ni» + 3(1 -n)c»] B +[»iF+ 3(1 - n)c*]C 
C — 

Als nu M , M' de sngpunten zgn van de rechte uit A' even- 
wgdig aan AP met de rechten uit b', C evenwgdig aan BP, 
CP , dan kan men stellen : 

A'M = «AP , B'M = yBP ; A'M' = x'JLP , CM' = y'CP , 

of 

M = A' + a; (P - A) = B' + y (P - B) , 

M' = A' + x'(P - A) = C' + y'(P — C). 

Brengt men hierin de waarde P = z: — over, dan 

•* a + ^ + y 

vindt men 

*-^+* a + fi + y **+y a+fi + j ' 

„, ,, . , -0+Y)A+3B4-yC «A+^B~(flr+ffiC 

Worden hier A', B\ C' door hunne bovenstaande waarden 
Tervangen , dan vindt men door gelgketelling van' coëfficiënten 
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Hieruit volgt 

-. n ,v («'-^')«-(<^-«')7 . „ (a»-ft»)ff-((^ o»)or 
^ = (1_„) _ ,x=(l-«) j^jg 

Stelt men nu de waarden van x, x' aan elkaar gelgk, het- 
geen aanduidt dat de punten M, M' Bamenvallen , dan ver- 
krggt men 

(6» - c») /37 + (c» — «') r" + («'—**) a/3 = O » 
d. i. de rei^elgking der hyperbool ran Kibpbrt. 

2. Zgn N , N' de sngpunten der loodlgn uit A' op AP met 
de loodlijnen uit B', C' op BP, CP, dan heeft men de oqui- 
pollenties : 

A'N = «»AP, B'N = u»BP. 

A'N' = «AP , C'N' = «'»CP , 
of 

V A' . ^ -0+Y)A+^B+»yC «A-(y + «)B + yC 

N' = A' ^,, -(3+r)A+^B-H,C ^^,^^,. aA + 3B-(a + ^)C . 

a-l-^ + 7 a + /3 + y 

Substitueert men de waarden yan k\ B^ C', neemt A als 
oorsprong, vervangt men AC door 

h 

— (cos A + » sin A) AB 
c 

en scheidt men de bestaanbare van de onbestaanbare tormon, 
dan vindt men de twee stelsels vergelijkingen : 

h'^z sin A — 671* sin A . ^ (*^ — c*) + * (a^ — 6^) cos A 

— ___ — = - (1 - „) ^^ . 

(c p+ hy coa A>+ [c(Y+a )— &7 cos A] « _ . 6 (o» — IP) sin A 

672' sin A + 6 (a + ƒ3) m' sin A ,, , c (c»— a»; -t- *(**- c*) cos A 

^T^Tr ^ ^' " "^ 2"^ ' 



OPGAVEN. Ko. 41 en 42. 79 

Hieruit leidt men af: 



1— w 2bck^y sin A 

^;^ c«(c«-o«)/3-6«(i^-c«)(«+/3)-6c cos A[(c^-a«)(£y+/3)-(&'-c^)/3] 

l~w"~ 26cA;«j3 sin A 

Stelt men nu deze waarden aan elkaar gelgk, dan verkrijgt 
men , met het oog op de betrekking 2bc cos A ~ ?»■ + c* — a*, 
na eenige herleiding, voor de meetkundige plaats van het 
punt P , de vergelijking 

(a«-/>«)(A«-26«)-(c'-a')(*^'~2c«) (/>«-c*)(A:«-.2c«H«'-6*)(**-2a«) 



a /3 

(c» ~- a^) {k^ — 2a«) — (6 « — c«)(jfc« — 26») 

7 
welke blijkbaar eene kegelsnede voorstelt, die door de punten 

A, B, C, het hoogtepunt (^^^^ ^-i^,, ^^j-i^^,) en het 
punt Tan Stbiner (^^, ^^, ^J gaat. 



Vraagstuk XLII. 

M* 6 a. Gegeven zijn de kwadratische oppervlakken 
y^ -{- B^ — 2px = o en x'^ -]- y^ — ^z^ — 2px — p]/'2 . « = o. 

Van welken graad is de doorsnijding van het vlak XOY met het 
ontwikkelbaar oppervlak der raaklijnen van de snijkromme der beide 
oppervlakken? Welke bijzonderheden bezit die kromme? 

0. Cardinaal.) 
Opgelost door J. Cardinaal. 

Meetkundige oplossing. Stellen we in de gegeven verge- 
lijkingen z == Oj dan wordt 

x^ + f - 2px=^ O, y^ — 2px = O, 
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waaruit blijkt , dat de snijlijnen der oppervlakken met XOT in 
het punt O vier opeenvolgende punten met elkander gemeen 
hebben; XOY is dus een stationair vlak der snijkromme. Uit 
den vorm der vergelijkingen blijkt, dat hot eerste oppervlak 
een omwentelingsparaboloïde is en het tweede een kegelvlak, 
waarvan de top op het vorige oppervlak ligt. 

De graad van het ontwikkelbaar oppervlak, beschreven door 
de raaklijnen der snijkromme, is gelijk aan den rang dezer 
kromme. Daar zij een dubbelpunt in den top van het kegel- 
vlak bezit, zoo is haar rang gelijk aan zes; hieruit zou vol- 
gen, dat het ontwikkelbaar oppervlak van den zesden graad 
was en een willelceurig vlak in eene kromme van den zesden 
graad met vier keerpunten en zes dubbelpunten sneed. Daar 
evenwel XOY een stationair vlak is, wordt de graad van de 
doorsngding drie kleiner, omdat drie raaklijnen geheel in dit 
vlak komen te liggen; de snijkromme wordt dus van den der- 
den graad. Yan de dubbelpunten blijft er een over. Hieruit 
zijn de overige kenmerken gemakkelijk te vinden. 

Stelkundige oplossikg. De raakvlakken aan de oppervlak- 
ken worden gegeven door de vergelijkingen: 

p{x^-x,) — y,y - v = 1) 

2{x, —p)x + 2y,y - {z, +pV2)z -~ 2px, ~- pVT.z, =0 ..2) 

De punten ar, , y, , z^ voldoen aan de voorwaarden : 

y,» + «,» - 2j,x, = o 3) 

*i* + Vi* - 4*1* -2px, - pV'2.z^=0 . . . .4). 

De gevraagde kromme wordt nu gevonden door x, , y, en ^, 
te elimineeren on z gelijk aan nul te stellen. 
Uit 1) en 2) volgt 

pV2.z,_ p / pKY.M 

*• - 2x ' ^'- yV^ 2x )■ 
Uit 3) en 4) 

x,' = ^z,* + pV'2.z,. 

Hieruit vindt men 

_2pV'2.x* 3px / p* - x' \ _ 2p*x 

^' - pi- ^ ' y' - 7~\p>_3a;V ' ^* ~ p* — Zx* 
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Dus wordt de vergelgking der Bnijkromme 

9p«x»(p> — ar»)» , 8p»x* Ap^x 



y»(p» - 3a;»)» ' (p» — Sa;»)» p» - 3a;» 



= 0. 



Na herleiding ea verwijderiog van den factor (p — x)*x 
vindt men de kubische kromme 

9x(p + x)* = 4y^p + 2x), 

welke iay = 0,p-f-3; = een keerpunt heeft. 

Vraagstuk XLIII. 

y 

O 6 J. Wordt gevraagd het oppervlak z = r are. tg. — voor te 

X 

stellen door vergelijkingen van den vorm 

waarin a en |3 de parameters van de asymptotische lijnen zijn en 
^1» ^2» ^3 particuliere oplossingen eener differentiaalvergelijking 

(Zie Darboux, Le^ons, deel IV, bl. 24.) (Dr. W. Kapteijn.) 

Oplossing van Dr. W. Kapte yn. 
De asymptotische lijnen op het gegeven oppervlak zgn 

.y 

a = -^ en 3 := x^ + vK 

X 

Hieruit volgt voor de richtingscosinussen der normaal 
^^ ra ^,^_ r_ ^^^ V~p 



en Yoor de coördinaten 
WisK. Opo., Dl. VIII. 6 
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<e = 1 -. . y = ,^^-.— . 1 » = raro. tg.a. 

o* V . 



V 1 + o» ' ' K 1 + a» 
Na is het gemakkelgk, te bewgsen dat men heeft 

da _ / de' , de \ è« _ / èc' de \ 

d^-^r d^"'''d^/'d/ï~''r d/ï "'^ d/?r 

(Zie Darboux, IV, bl. 95 en 26.) 



Kiest men dos X = — u = ^ en 

r 



KT+^« 



:, ö.= 



v'7 



ö/ï. 



dan nemen de coördinaten den boyeostaanden vorm aan. Men 
vindt n.1. _ 

J (l+a«)V. J2^^/?Kl+a« 

^ = ƒ (tB)^ ^ ^f^vWfr^' ^^ ' 

Blijkbaar is hier f(a,fi)=:0. 

Vraagstuk XLIV. 
F 1 ff. Als 2 n eenige periode is van een elliptische functie, heeft men 

I X 

z I 



I I I 

Men vraagt het bewijs. (Dr. J. C. Klüyvkr). 

Opgelost door Dr. J. C. Kluyvkr en J. Stsin. 



= o. 
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Oplossing van J. Stein. 
De determiDant 



1 



1 






tr^iu-iO) <r^(u — iCl) 



ftM 



a.u 



<T,(M-r4o) <T2(tt + ia) 



^3(W+|0) 



= 0. 



18 P een oneven functie van Uy 2^ dubbel periodiek, en 3^ wordt 
nergens in het perioden- parallelogram oneindig. Hieruit volgt , 
dat hij nul is. 

Het eerste volgt uit het even zijn der functiên <TuU, Ver- 
vangt men u door — • u, dan worden in den deterDiinant twee 
rgen verwisseld, zoodat de determinant van teeken verandert. 

Het tweede vindt men door toepassing der formules 

Door toevoeging der periode 2iOa wordt nl. de tweede rij met 
e^^a'»^^ de derde met e~^*'a*'° vermenigvuldigd. 

Deze twee eigenschappen blijven blijkbaar bestaan, als men 
^O door een willekeurig argument v vervangt. 

De determinant heeft voor u = lOa ± iO» hoogstens enkel- 
voudige polen. Nu moet nog aangetoond worden, dat de 

coëfficiënt van (t = ±i 1) voor u = oia + ^JQ nul 

wordt; m. a. w. dat 



Passen wg de formule 
op beide leden toe, dan blijft te bewijzen: 

^yijci) ^ V4Q) 



IS. 
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Merkt men op, dat ^0 = 4Q — }Q is, en gebruikt men de 
formule 

<Fa(tt + 2mwa + 2ww3 + 2rfüy) = 

om de noemere te herleiden, dan verkrijgt men de bedoelde 
betrekking, daar de machten van e identiek zijn, terwgl de 
exponent van — 1 in beide leden even is , omdat m^ n, r 
even zijn. 

(Alle toegepaste formules zijn ontleend aan Tannery et Molk, 
Fonct. EU. I, pag. 191.) 



Vraagstuk XLV. 

M^ 1 O er. Als P een dubbelpunt is van de spinodale lijn van 
een algebraïsch oppervlak , dan is P op dat oppervlak óf een oscu- 
latiepunt óf een homogeen dubbelplooipunt. In het eerste geval 
bezit het oppervlak van Hesse in P een dubbelpunt , in het tweede 
geval raakt dit oppervlak in P het oorspronkelijke oppervlak. Men 
vraagt naar het bewijs van deze eigenschappen. 

(Dr. D. J. Korteweg.) 

Oplossing van Dr. D. J. Kortev^eg. 

Dat P óf een osculatiepunt , óf een homogeen dubbelplooi- 
punt moet zijn, blijkt onmiddellijk uit de vergelijking der spi- 
nodale lijn (zie de oplossing van vraagstuk 31). Immers, zullen 
daaruit wegvallen de termen van den eersten graad , zoo moet 
óf r, = O zijn en dan heeft men met een osculatiepunt te doen , 
óf ^3 = ^4 = O en dit is het kenmerk voor een homogeen 
dubbelplooipunt. {Wiener Sitzungsherichte ^ Bd. 98, Abth. II, 
S. 1154, D. J. Korteweg, Ueber Faltenpunkte § 10). 

Ten einde de vergelijking van het oppervlak van Hesse af 
te leiden , kunnen wij echter van de daar gegeven roeksont- 
wikkelingen geen gebruik maken. Wij moeten teruggaan tot 
de oorspronkelijke vergelijking van het oppervlak. 

Beschouwen wij eerst het geval c, = 0. Voor de vergelijkiog 
van het oppervlak kunnen wg dan schrijven, na zo horoogeeo 
te hebben gemaakt: 
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A— » (d^a?« + d'^y + d'^xy^ + d\y^ + A»-* («'^p* + ...)+... 

H- A— 1 a''z + A"-8 (6/'a; + Vy)« + A— »(ci V 4- c^'^a^ + Cg^y^ + • • • 

+ A*-»a'''2> + A»-»(6,'"a: + h"'y)z^ + ' 

+ A»-»a''V + . = 0. 

Yan de daaruit voortvloeiende vergelijking van het opper- 
vlak van Hesse in determinantenvorm ontwikkelen wg nu in 
ieder element slechts de termen van den laagsten graad in 
o;, y en 0, tevens A = 1 stellende. Wij verkrijgen dan: 

Qd^'x^'2d^y^2c^"z. ., 2d^x+2d:^'y'\'C^"z.., J/'.., {n-2)W^z.. 

2d^x^ 2rf3V + ^2''^.M 2rf3'a:+6rf4V + 2V'^..,6/..,(n~2)6A. 

h^' ..... V . . . , 2 (n - 2)a"\ . , (»~ l)a".. 

(n-2)6/'2..., (w-~2)V^.., (w-l)a^., (« -l)(n~2)a"0. . 



= 



en kunnen ons gemakkelijk overtuigen, dat hier geen termen 
van lageren graad dan den tweeden graad zijn. Immers als 
men de derde rij en de derde kolom ieder met x vermenig- 
vuldigt, worden alle termen van den ontwikkelden determinant 
minstens van den vierden graad. 

Nemen wij thans hei geval d^ — d^ = 0. Aan de reeds neer- 
geschreven vergelijking van het oppervlak moeten dan nog 
toegevoegd worden de termen : 

X--'^ {c,'x^ + c^xy -{- c^Y). 

Echter moet dan aan die vergelijking identiek voldaan wor- 
den door de reeksontwikkeling: 

2 = Cyx^ + d,a?^ + d^^y + 6,«* + + ƒ,«* + ... 

welke wij weder, met weglating der thaus wegens rfg = ^4 = O 
weggevallen termen, aan de oplossing van vraagstuk 81 ont- 
leenen. Yoor het wegvallen der termen met xy en y^ wordt 
nu vereischt c^ = O en ^3' = O , en voor het wegvallen van rcy* 
en y^ nog d^' = O eu d^ = 0. Ten gevolge daarvan vindt men , 
wederom voor ieder element slechts de termen van den laag- 
sten graad uitschrijvende, voor de vergelijking van het opper- 
vlak van Hesse: 



=0. 
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2o/ , 2d4x + c^"z , 6/' , (ft - 2) 6/0 

2da'a? + ca''^, 2c3"f, }>^\ (n_2)V« 

6/, 6a", 2(n-2)a'", (n— l)a" 

(n - 2) 6/'^ , (n — 2) 6/a , (n— l)a^ (n-l)(n-2)a''^ 

Een bekende term komt bij de ontwikkeling niet voor; 
evenmin een term met o? of y, maar wèl een term met z, 
namelijk : 

2 (n - 1) aV, [(n - 2) 6/^ - 2 (n - 1) a^^J 0, 

zoodat dit oppervlak door het punt P gaat en daar ter plaatse 
het raakvlak gemeen heeft met het oorspronkelijk oppervlak. 



Vraagstuk XLVI. 

L> 5 a. Als van een kegelsnede gegeven zijn een brandpunt 
benevens een raaklijn en een normaal, of twee normalen, vraagt 
men naar de meetkundige plaats van het tweede brandpunt. 

Q. Neuberg.) 
Opgelost door J. Neuberg en J. A. Vollgraff. 

Oplossing van J. NECJBBRa. 

I. Zijn F en F' de brandpunten van een middelpuntskegel- 
snede met focaalas 2a; ^ de raaklijn in P, n de normaal in 
P'; T en N de spiegelbeelden van F met betrekking tot i en 
n ; M het midden van F'N , dan is blijkbaar 

P'T = FT + PF = 2a en 

MP' = i (F'P' + NF) = i(F'P' + FPO = a. 

Worden met betrekking tot een reehthoekig assenkruis, met 
oorsprong F, de rechten ^ en n voorgesteld door 

o? cos a -f- y sin a — p = O , a; cos j3 -J- y sin j3 — g = O , 

dan hebben T en N tot coördinaten 

(2p cos a , 2p sin a) , (2g cos j3 , 2^ sin j3} , 

terwijl de afstanden van N en F' (o;, y) tot n aangeweaeo 
zijn door 

8 = 2, 8' = a? cos /3 + y sin )3 — j. 
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Voor 


een ellips heeft 


men nu 








dus 


F'F NF 

8* ~ 8 ~ 


PT' + NF 

8' + 8 


= 


FF- 
8'- 


NF 

■8 ' 
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2MP' = PT' + NP' = |-±4 *"ïf- 

Men ziet gemakkelijk in, dat deze formule ook voor de 
hyperbool geldt. 
Nu is 

PT? « 2a « 2MP' = |-i-| FN, 

Eoodat voor de meetkundige plaats van F' wordt goTonden 
de vergelgking 

[(a:— 2p cos a)* + (y — 2p sin af] {x cos /3 + y sin /3 — 2^)^ = 

[(a?— 220080)» + (y-22 sin 0)»](a;oosj3 + y«in^)^ 

die bg ontwikkeling yan den derden graad blgkt te zgn. Deze 
kromme gaat door N (22cos/3i 2qAnfi)) voor de overeen- 
komstige kegelsnede is n de as, die den focaalafstand loodrecht 
middendoor deelt, 

II. Eent men twee normalen ft] en n,, 

a?cosa + ysina — p = O en orcosjS +y sin/S — J = 0, 

met Toetpunten Pi en P2, en zgn N], N^ de spiegelbeelden 
▼an F t. o. y. tt], fr,, terwgl Mi , M2 de middens yan F'N, en 
F'Na aanwgzen, dan is, in overeenstemming met hetgeen boven 
werd gevonden, 



2M,P, = ^^ P'N, en 2M,P, = ^±| P'N,; 



hier is 

Uit 
Tolgt nu 



8, =p, S', =a:cosa4-ysina — p, 
K = ?t 8'j| = a?cos/3 + ysin/3 — y. 

Ml Pi = M2X2 ^^^ ^ 
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\xcosp -f- y cos /3— 23/ 

Daai* bij ontwikkeÜDg de termen van deo zesden graad ver- 
vallen, is de meetkundige plaats van F' een kromme van den 
vijfden graad , die blgkbaar door de punten N^ en ü^ S^^- 

Vraagstuk XLVII. 

LM6 a. Met betrekking tot de zijden van driehoek ABC als 
coördinaatassen hebben twee rechten z' en n^ de vergelijkingen 
v^x^ + V2X2 + ^3^3 = o en w,:r, + 0^3*2 + «^3*3 = o. Als v en w 
de zijden van dien driehoek achtereenvolgens in M, N, P en 
M', N', P' snijden, vraagt men de vergelijking te bepalen van de 
kegelsnede, welke de zes rechten AM, BN, CP, AM', BN', CP' 
aanraakt. Wanneer 

de bedoelde kegelsnede voorstelt, heeft men de voorwaarde 



— tfii a 



12 «*I3 

»2i — ^ ^ 



=*32 



— ö,, 



Men vraagt dit te bewijzen, (J. Neubkrg.) 

Oplossing van 3. Neuberg. 
I. Wij zullen eerst aantoonen , dat de zes rechten : 
AM . . . t?2a:a + t;3rr3 = O ; AM' . . . w^v^ + «730:3 = O ; 
BN . . .v^x^ + ViXi = O ; BN' . . . 1^30:3 + WiXi ■•= O ; 
CP . . . t?,ari + «^2^2 = O ; CP' . . . tr,rr, + w^x^ ~ O ; 

een zelfde kegelsnede aanraken. 

Deze rechten hebbeo achtereenvolgens tot coördinaten 

(O, 1^2» ^3^ («^1» O, «^3)' («'l' «^2, 0), 

(O, t/;2, f/?3), (w^i, O, fr3), (f^',, «7^, 0). 
De rechten (O, t?2, v^) en (O, m?2, w^) raken de kegelsnede 

(^uA + 022^\ + 0^33 W^3 + 2a,2WiW2 + 2(723112^3 + ZflaiWaU, =0, 
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wanneer voldaan is aan 

t?a u?2 2a23 

Wy kunnen dus stellen 

1 1 



en 



1?3W?3 



2aa3 = — 



^33^ 
tJ2tr3 +- t?3M?2 



Hieruit blijkt, dat de genoemde zes lijnen raken aan de 
kegelsnede 

J^V^W^ ^^ «^2^3W'2^3 

IL Door vermenigvuldiging met ^v^c^v^w^w^w^ gaat de 
determinant 



A = 



— «2 

— fl^-» 



— a 



M22 



32 



13 
-<'23 
0^33 



over m 



«'l«^2+ w',t?2 

171^3 + ir, tg 



V,M72 + t^l«^2 

2r2M?2 

^2^3 + ^1^^ 



2t73«?3 



Maar deze determinant is het produkt der determinanten 



W^2 

«7« 



en 



M?2 



t?2 
t^3 



dus is A = 0. 

Tot deze uitkomst geraakt men ook door de volgende be- 
schouwing. 

De raaklijnen uit A aan de kegelsnede 

^ancUiUi = O 
worden voorgesteld door 

^22«2* + Zajjjt/jWa + Ö'33«'3* = 0. 

De rechten, welke deze raaklijnen harmonisch scheiden van 
AB en AG komen dus overeen met 

Ö22*'2* - 2flf23t/2M3 + «^33^3^ = O- 

Bijgevolg wordt de kegelsnede 

Sflr,jt/,2 — 2Sa,2WiW2 = O 
aangeraakt door de zes ,,harmonikalen" der raaklijnen. 
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Nu liggen de snypunten der zes raaklgnen met de overataaode 
zijden op de beide rechten v en u?; de zes ^barmonikalen*' 
gaan derhalve drie aan drie door twee punten. Het linker lid 
der laatste vergelijking kan bijgevolg in twee lineaire feictoren 
ontbonden worden, d. w. z. men heeft A =- 0. 



Vraagstuk XLVIII. 

M" 9 d öf. Gegeven zijn drie elkaar kruisende rechten en een 
vlak. Men vraagt het oppervlak te onderzoeken , dat voortgebracht 
woidt door een veranderlijken cirkel, die evenwijdig is met het ge- 
geven vlak en op de gegeven rechten rust. (Dr. P. H. Schoute.) 

Oplossing van Dr. P. H. Schoute en Dk. J. db Vriks. 
Zal de cirkel 

a^ + y^+2ax+2by + c^0, z = h, 
op de rechten /,, /j, ^3 rusten, welke bepaald worden door 

X = mkz + pt, y= «4«+ Ja, (*ï= 1, 2, 3) 
dan moet voldaan zijn aan 

(mth + j>,y + {njjh -^ qk)^ + 2a (m*fc + pi) + 26 (n*A + j*) + c = 0. 

(fc=l,2,3). 
Door eliminatie van a, ft, 0, A uit deze drie voorwaarden en 
de vergelijkingen van den veranderleken cirkel vindt men voor 
de bedoelde meetkundige plaats de vergelijking 

x' + y^ X y 1 

(w,0 + p>j^ + {n^z + ïi)2 m^z + p^ n^z + Ji 1 
{m^z + p^y + {fizz + J2)* »»a« + P2 n^z + ?2 1 
{m^z + p^f + {fi^z + q^Y m^z + p^ n^^z + j, 1 

Na ontwikkeling vindt men een vergelijkiDg van den vorm 
(a:2 + y^) a? + xfi^' + yy.^ + 8/ = 0. 

Het oppervlak is dus van den vierden graad. 

Maakt men de vergelijking homogeen door zitoie schrgven 
in de plaats van z^ dan levert tr = O blijkbaar 

[oo {x" + y^) ^^z-^ yfHz + l^]^ = O, 



:0. 
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De oneindig ver gelegen rechte van XOT is dus een dubbellijn. 
Stelt men nog a:^ + y* = O, dan wordt 

(^oa^ + Töy + M^'-O; 

de onbestaanbare cirkelpunten bii en W2 van XOY zijn derhalve 
drievoudige punten van het oppervlak O4. 

Door het bezit van deze drievoudige punten is O4 volkomen 
gekenmerkt. Immers zulk een oppervlak moet met elk vlak 
door deze punten gemeen hebben een kromme van den vierden 
graad, die in een dubbel gelegde rechte en een kegelsnede 
ontaardt. Hieruit volgt tevens dat O4 van de twaalfde klasse is. 

Door 

worden twee vlakken aangewezen, die O4 volgens ontaarde 
cirkels snijden, elk bestaande uit de rechte o^ici», en een der 
gemeenschappelijke rechten v , w van de drie paraboloïden , 

welke twee der rechten ^i» ^2, {3 tot richtlijnen en XOY tot 

richtvlak hebben. 

Opmerkingen van Dr. P. H. Schoute. 1. De meetkun- 
dige plaats van de middelpunten der cirkels is een kubische 
ruimtekromme, die de oneindig ver gelegen punten van v en 
u? bevat. 

II. Door projectieve vervorming vindt men nog: „De meet- 
„kundige plaats der kegelsneden, welke door twee punten P 
,en Q gaan en drie kruisende rechten snijden, is een O'^^, 
, waarvan P en Q drievoudige punten zgn.*' 

III. In aansluiting met het bovenstaande vindt men: ,Ge- 
ggeven de rechten /, , /j» h^ hi h ®d ^P 's ^^^ P^^^ P- ^® 
^meetkundige plaats der kegelsneden door P, die met I^ in 
„een vlak liggen en op /, , /j , /a , I4 rusten , is een 0^ met 
^viervoudige rechte /j." 

«Gegeven zes lijnen l^. De meetkundige plaats der kegel- 
«sneden, die in vlakken door Iq liggen en op Zj, f21 '3) hi U 
, rusten, is een oppervlak van den achtsten graad, waarvan l^ 
,een zesvoudige lijn ^) is. Naast Z, , I29 /s , '4 , l^ bevat het 
, twintig andere enkelvoudige lijnen.*' 



^) In Annuftire de rAsBOciation fraD9ai8e 1897 , deel I , bis. 176 , staat voor 
de getallen aeht en sea Terkeerdelijk ses en ner. 
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Vraagstuk XLIX. 

B 7 a, 12 a. Uit de beschouwing van den kubischen binairen vorm 
en zijn beide covarianten af te leiden , dat de isodynamische centra 
van een driehoek toegevoegde punten zijn met betrekking tot den 
omgeschreven cirkel, terwijl de middellijn, die ze bevat, door het 
punt van Lemoine gaat. (Dr. P. H. Schoute.) 

Opgelost door Dr. P. H. Schoute en Dr. J. de Vries. 

Oplossing van Dr. P. H. Schoute. 

Inleiding. I. Rij het afbeelden van alle bestaanbare en 
onbestaanbare punten eener gegeven rechte l op het complexe 
vlak kan men zich voorstellen, dat het complexe vlak y door 
l gebracht is en / met den daarop gelegen oorsprong yan tel- 
len , O , tot X'9k% en oorsprong van het voor de afbeelding ver- 
eischte rechthoekige coördinatenstelsel is aangenomen. Dan 
zullen alle bestaanbare punten van l met hun beeldpunten sa- 
menvallen, de onbestaanbare punten van l zich in 7 buiten / 
afbeelden en de beeldpunten der toegevoegd onbebtaanbare 
punten van l met betrekking tot l symmetrisch gelegen zijo. 
Op deze wijs kan 7 beschouwd worden als het af beeldingsveld 
van alle in 7 gelegen lijnen L 

Het is duidelijk , dat we in deze richting nog een stap verder 
kunnen gaan Daartoe beschouwen we in 7 behalve de lijn {, 
een cirkel c, die / niet sngdt. Deze cirkel heeft met / twee 
toegevoegd onbestaanbare punten gemeen , waaryan we de beeld- 
punten zullen zoeken. Voor een willekeurig punt Q der lood- 
lijn m uit het middelpunt M van c op Z neergelaten, vindt 
men de snijpunten B, S van den cirkel met de lijn uit Q 
evenwijdig aan l door op deze laatste lijn van Q af naar 
weerskanten stukken QR , QS , uit te zetten , die gelijk zgn 
aan den wortel uit de met het tegengestelde teeken genomen 
macht van Q ten opzichte vau c. Daar nu de macht van het 
snijpunt N van / en m ten opzichte van c het vierkant van 
de raakliju NT is, zijn de snijpunten van Z en c bepaald door 
de abscissen ON ili NT|/-- 1 en worden dus de beeldpunten 
dier snijpunten gevonden als de snijpunten van m met den 
cirkel I die N tot middelpunt en NT tot straal heeft. Deze 
punten P, , P.^ liggen symmetrisch ten opzichte van l en zijn 
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aan elkaar toegevoegd met betrekking tot c; want men heeft 
MT^ = MPj . MPj. Hieruit volgt dus de meer algemeene stel- 
ling : 

„Elk vlak y is te beschouwen als de afbeelding van alle 
„bestaanbare en onbestaanbare punten van eiken in y gelegen 
„cirkel c\ de bestaanbare punten van c vallen met hun beeld- 
„punten samen, de onbestaanbare punten van c worden binnen 
„of buiten c afgebeeld en de beeldpunten der toegevoegd on- 
„bestaanbare punten van c zijn op een zelfde middellyn van c 
„gelegen en toegevoegd met betrekking tot c." 

Inleiding. IL De kubische binaire vorm ƒ ^ aJ^=b/= c,^ . . . 
heeft twee covarianten, nl. 

Omtrent het verband tusscben /, A, Q nemen we het vol- 
gende als bekend aan : 

a) Zijn A, 6, C de drie wortelpunten van den tot de 
rechte / behoorenden vorm f, dan draagt deze lijn zes punten 
P, die met A, B, C, telkens in andere volgorde genomen, een 
bepaalde dubbelverhouding A opleveren. Als X verandert, 
doorloopt dit puntensextupel een involutie van den zesden 
graad. 

b) Voor A = 4(1 dz V — 3) bestaat de overeenkomstige groep 
dezer involutie uit twee toegevoegd onbestaanbare punten , elk 
driemaal geteld; zij zijn de wortelpunten van A=0, d. w. z. 
A = O stelt de twee punten D, D' voor, die met ABC equian- 
harmonisch liggen. 

c) Voor A = — 1 (of = 2 , of = i) bestaat de groep der 
involutie uit drie punten, elk tweemaal geteld; deze drie pun- 
ten zijn de wortelpunten van Q = Anders gezegd, Q = 
bepaalt de drie punten A', B', C' die achtereenvolgens door 
een der punten A, B, C van de beide andere harmonisch 
worden gescheiden. 

d) Gaat men uit van Q als oorspronkelijken vorm, dan is 
de nieuwe Q evenredig met /*. Dit wordt door Cremona on- 
geveer als volgt bewezen : 

üitde gegevens volgt (A'ABC) = — 1, (B'BCA) = - 1. 
Schrijven we voor het laatste (B'BAC) = — 1 en vergelijken 
we dit met het eerste , dan blijkt , dat de puntenparen (A', B') 
en (A, B) een inyotutie bepalen, waarvan Q: een der dubbel- 
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punten is. Uit de betrekking (CC AB) = — 1 volgt dan , dat C 
het andere dubbelpunt is, zoodat men ook heeft (CO'A'B') = — 1. 
Dus scheiden C en C' ook A' en B' harmonisch, enz. 

e) De puntenparen (A,AO, (B,B'), (0,00 vormen een in- 
volutie, waarvan D, D' de dubbelpunten zijn. 

Volgens de bepaling der punten D is 

(DABC) = (DBCA) = (DC AB) = (D'ACB) = (D'B AC) == (D'CBA). 

Nu volgt uit (DABC)==D'ACB), dat A een dubbelpunt is ?an 
de door de paren (B, C) en (D, D') bepaalde involutie en dan 
verder uit (A' ABC) == — 1 , dat A' het tweede dubbelpunt is. 
Hieruit bljjkt dus , dat A^ A' en D, D' elkaar harmonisch schei- 
den, enz. 

Oplossing. Als de coëfficiënten van den vorm f complex 
zijn , dan zullen de drie w<)rtels van ƒ = O in het algemeen 
complex wezen en komt de afbeelding in het complexe vlak 
ter sprake. Dan bewijst men gemakkelijk (zie o. a. vraagstuk 
22 van deel IV der Wiskundige Opgaven)^ dat de dubbeWer- 
houding ABCP voorgesteld wordt door 

\BC BP/ 
waarin AC, BC, AP, BP richtinglooze afstanden zijn. Hieruit 
volgt dan, onafhankelijk van den stand van het aangenomen 
coördinatenstelsel, eeu eenvoudige constructie voor de door 
/^ = O en Q = O aangewezen punten. 

Constructie der punten ^ = 0. Uit de dubbelverhouding 
(ABCD) = i (1 ±: V~^^ volgt 

AC AD , „^, „^, 

BC=BD=^' ZBCA-ZBDA = -^,. 

Uit de eerste voorwaarde en twee gelijksoortige, die daaruit 
door cyclische verwisseling van A, B, C ontstaan, blijkt on- 
middellijk, dat de punten D, D' de snijpunten zijn van de drie 
cirkels van Apgllonius van driehoek ABC. Deze punten 
worden gewoonlijk de „isodynamische centra" van driehoek 
ABC genoemd. 

Constructie der punten Q-=0. Uit de betrekking (ABCC')= - 1 
volgt 

AC AC' 

■bc''bc^ = ^' z bca - Z BC'A = 0. 
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Dit bewijst, dat G' het tweede snijpunt is van den om ABC 
beschreven cirkel met den bij C behoorenden cirkel van 
Apollokius. 

Op den omgeschreven cirkel zijn A en B harmonisch ge- 
scheiden door C en G' ; dus gaat CC' door het sngpunt Gi der 
raaklijnen a en 6 in A en B aan cirkel ABC getrokken. Hier- 
uit volgt, dat CC' een symmediaan van driehoek ABC is en 
dus door K, het punt van Lemoine gaat. Want de loodlijnen 
uit Cl op BC en CA neergelaten, worden voorgesteld door 
BC] sin B en AC, sin A en verhouden zich , omdat BC, = AC, 
is, als de zgden CA en BC. Dub is het punt van Lemoine 
het directiecentrum der involutie A, A'; B, B'; C, C en zgn de 
dttbbelpunten D, D' dier involutie de snijpunten van den cir- 
kel ABC met de pooUgn van E, d. i. met de lijn van 
Lbmoijib /:, die de middelpunten van de cirkels van Apolloniüs 
bevat. Derhalve zgn deze punten de op h gelegen punten 
D, D', die toegevoegd zijn met betrekking tot cirkel ABC. 
Omdat deze dubbelpunten de isodynamische centra van driehoek 
ABC zijn, is hiermee het vraagstuk opgelost. 

Opmerking. Als driehoek ABC gelijkzgdig is, valt een 
der punten D in het middelpunt van cirkel ABC en heeft het 
andere op {x een onbepaalde ligging. 



Vraagstuk L. 

Q 2. In een ruimte R(*> zijn OX* (^ = i , 2 , 3 , 4) vier twee 
aan twee loodrecht op elkaar geplaatste assen. 

Welke eigenschap bezit de figuur der vijf punten , die men ver- 
krijgt, als men deze assen door een willekeurige ruimte R(^) snijdt 
en O loodrecht op die ruimte projecteert. 

(Dr. P. H. Schoute.) 

Opgelost door Dr. P. H. Schoute en Dr. J. de Vries. 

Oplossing van Dr. J. dk Yries. 
I. Wordt de bedoelde R^*) voorgesteld door 

flf, - - - 
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dan heeft men voor de loodljjn uit O op R(') 

Het Yoetpunt A5 dezer loodljjn heeft dan tot coördinaten 



= — , waar c = 1 : 7 -r— is. 
at ' ^^ah 



at 

Duidt men door Ak{k=:=l, 2, 3, 4) de punten aan welke 
R(^) op OX» bepaalt, dan is blijkbaar 

A*A,» = Gk^ + a?, 
dus 

A1A2A3A4 is dus een orthogonaal viervlak, d. w. z. een 
viervlak , waarvan elke ribbe haar overstaande loodrecht kruist 
en de vier hoogtelijnen door een punt gaan , dat met elk drietal 
hoekpunten weer een orthogonaal viervlak vormt. Nu is het 
gemakkelijk ann te toonen, dat A5 het bedoelde hoogtepunt 
is. Immers men heeft 

/ c \^ c^ d^ c« 

A. A5» = U 4- + + 

\ «1 / ^2^ 03* 04* 

dus 

A, As^-h Aa^V^örj^-hflTaHflTa"— c = A2A,»-h A,U,» = A,A5^ -h A, A^l 

Bijgevolg is AiA^AgAg ook een orthogonaal viervlak. 

De 5 punten A^ vormen dus een groep, waarin elk punt 
het hoogtepunt is van het viervlak dat door de andere 4 pun- 
ten bepaald wordt. 

II. Duidt men het snijpunt van de rechte A^Ai met het 
vlak AmA»A^ door A^i aan, dan is A^j het hoogtepunt van 
A1A4A231 en men heeft 

A AjAjA^^ cv? ^ A4A23A45. 
Hieruit volgt 

A1A45 : A4A4^ = AsA^ : A^jA^ , 
dus 

A4A45 X A5A43 = A,A^ X A23A45. 

Maar A45 is tevens de projectie van O op het vlak A,AjjAj, 
derhalve levert de driehoek A1OA23 , die rechthoekig in O is, 
de betrekking 

A,A«xA23A45 = OAV 
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Bijgevolg is 

vlA 43 = A44-45 X Aa-^411 » 

waaruit door yermenigvuldiging met de tweede macht yan het 
oppervlak van A,A^A, volgt 

(Inhoud OAjA^Aa)^ = Inh. AAA3A4 X InL A^A^AjA,. 

Hierin ligt een uitbreiding Tan een bel^^nde ^tejp^lg Qjntn^^i^t 
eeD viervlak, waarvan drie ribben loodrecht op elkaar alw^ 

üit de laatste vergelijking vindt men door verwisseling van 
aanwijzers nog drie dergelijke betrekkingen, en uit de vier 
aldus verkregen vergelijkingen vct^gt door optelling 
(Inhoud AjAjAjAJ^ = (Inh. OAjA^As)» + (Inh. OAjAjA^* + 

4- (Inh. OA,A3A4)* + (Inh. OA^AjA*)*. 

In de door vijf vier vlakken ingesloten figuur OA,A2A3A4 is 
dus het vierkant van den inhoud van een dejr begrenzende 
viervlakken even groot als de som van de tweedemachten der 
inhouden van de overige vier. 

Blijkbaar heeft men ook hier een uitbreiding van een eigeA-. 
schap van het bovengenoemde viervl^. 

Vraagstuk LI. 

K 8 f . Van den harmonischen koordenvierhoek ABCD houdt 
men de overstaande hoekpunten A en C vast. Als B zich zoo 
verplaatst, dat AB:CB standvastig blijft, doorloopt het midden 
van BD een cirkel. Men vraagt het bewijs. (Dr. J. db Vries.) 

Opgelost door Dr. C. Stolp en Dr. J. de Vries. 

Oplossing van Dr. O. Stolp. 

Zg E het snijpunt der diagonalen van een vierhoek AfiOD , 
dan is 

AK _ I nh. AABD _ AB.AD sin A 
CK ■" Inh. ACBD "" CB . CD sin C* 
Bg een harmonischen koorden vierhoek is niet alleen sin AsssinC» 
maar ook AB . CD = BC . AD of 

AB:CB«AD:aD, 1) 

derhalve 

AK : CK = (AB : CB)« 2) 

Wiax, Opo., Dl. VIII. 7 
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In ons vraagstuk is yerder aangenomen, dat A en C vast 
zgn en de verhouding AB : CB standvastig is , hetgeen betee- 
kent, dat B een cirkel doorloopt, die zijn middelpunt op het 
verlengde der diagonaal AC heeft. Nu volgt uit 1), dat ook 
D op dezen cirkel ligt, en uit 2), dat E een vast punt is. 
En w^anneer een veranderlijke koorde BD van een vasten cirkel 
door een vast punt E gaat, beschrijft het midden der koorde 
een cirkel. 



Vraagstuk Lil. 

E2 d. Bewijs, dat de isod3mamische centra van een driehoek 
in een cirkel liggen met de brandpunten der ellips, welke de zijden 
in hun middens aanraakt. (Dr. J. de Vries.) 

Oplossing van Dr. J. de Vries. 

Evenals in de oplossing van N^. 40 stellen we de hoekpun- 
ten van den driehoek voor door de wortels van 

Volgens een stelling van F. J. van den Berg {Nieuw Ar- 
chief voor Wiskunde, deel IX, bl. 10) zijn de bovenbedoelde 
brandpunten van Steiner de wortelpunten der afgeleide ver- 
gelijking 

z^ + 2z^z + d» = 0. 

Maar deze twee punten vormen een paar der involutie, 
waarvan 2 = (2en2;= — (2 de dubbelpunten zijn. 

Dus liggen de brandpunten van Steiner concyclisch en har- 
monisch met de isodynamische centra. 

Opmerking. Dr. C. Stolp heeft opgemerkt, dat deze eigen- 
schap bewezen is door Dr. W. Eapteijn (Over de merkwaar- 
dige punten van den driehoek, Verh. der K. Akad. v. Wet. 
deel m, bl. 29). 

Vraagstuk LUI. 

E 1 C. Op de zijden van driehoek ABC beschrijft men de recht- 
streeks gelijkvormige driehoeken BA'C, CB'A, AC'B, die in B, 
C, A rechthoekig zijn. 
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Is A|B,C, de eerste driehoek van Brocard, dan vraagt men te 
bewijzen 

1^. dat de loodlijnen uit A', B', C op C,A, , A,B, , BjCj 
door één punt gaan; 

2^. dat dit ook het geval is met de loodlijnen uit A, , B, , C| 
op A'B*, BC', C'A^ (Dr. H. van Aubel.) 

Opgelost door Dr. H. van Aubel en Dr. A. J. A. Prangs. 

Oplossing van Dr. A. J. A. Prahqk. 

De hoekpunten van den eersten driehoek van Brooard vor- 
men een barjcentrisohe groep. Wij zullen daarom een ant- 
woord zoeken op de meer algemeene vraag: Welk barjcen- 
trisch drietal A|B|C, heeft de eigenschappen 

1®. dat de loodlijnen uit A', F, C' op C,A, , A,B, , BtCj 
door één punt gaan; 

2?. dat dit ook het geval is met de loodlgnen uit A, , B, ^ C| 
op A'F, B'C', CA'. 

Noemen wg de barycentrische coördinaten van A/, B|, C, 
achtereenvolgens («1^1^) , (ifi^i^i) ®^ (^i^i^t)* ^ coördinaten 
van AB'G' zijn 

als a, /3, 7 en r de cotangenten voorstellen van de hoeken 
A, B, O en de aan de zijden van ABC gelegen scherpe hoe- 
ken van de driehoeken BGA', ABC', CAF. 

I. Voor C, A| , A,B, , B|Ci vindt men de vergelgkingra 

«(ahyi — «i*) + y(yi^ — a^i*) + «(«iaï — y,*) = o j (A). 
a?(yi^ - V) + y(«i^ - yi^) + «^(a^iyi— V) = o ! 

Zal de Ign lx -]- my + nz = loodrecht staan op de Ign 
l^x 4- ntiy + ^1^ = O, dan moet voldaan worden aan de voor- 
-waarde: 

i\(fi + t)^ — 7^ — /3ni| +m\{y + a)m,—an^ — 7U + 
+ n\{a + p)n,-^pi, — am,]^0. . . . 1). 

Ifet behulp van deze betrekking vindt men voor de vergelg- 
kingen der bedoelde loodlgnen het stelsel 



(B). 
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x[T\aiz^ - «,) - («•, - y,)J +«, — «,] + jf («, - a-,) - \ 

- «[r|0(x, - y.) - 7(y, - «,)J - («, - »,)] = O, 

- «['bC^i — «i) - a (a-, - y,)| — (yi - «i)J + 

+ y[i-{/3(y, — 2.) - 7(«i — «^i) 1+ yi - «i] + «(yi — '•) = o, 

« («I — yi) — y [r{a(ifi - «i) — ^ (^1 — «^-(«i — yO] + 

+ «[»-i7(«i - yi) — « (yi — «i)l + ^i — yi] = o- 

De som der drie vergelgkingen is 

_r(« + y4.«){O-7>t,+(a-^)y,+(y-ay,J=0..2). 

De bedoelde loodlijnen zullen dus door ééa paat gaan als (x^3^^t^) 
gelegen is op de Ign 

(/3-7>Ci +(«-^)yi + (r - a)^i = O, 

die het zwaartepunt G met bet punt A, Tan den eersten drie- 
boek van Brocard verbindt. 

Stelt men den determinant der coë£Bcienten van stelsel (B) 
gelijk aan nul, dan vindt men na eenige herleiding de voor^ 
waarde 

r»{(/3 - 7)x, + (a - /3)y, + (r - a)z, } \x,^ + y,« + «,» - 

— 'lyi— yi^i— 2ia'i{ = t> 3>. 

II. Voor A'B', B'C', CA' vindt men de vergelijkingen 

a;}r» + (y -I- a)r -I- 1 j + y{r{/3 + 7) -f 1 1 - «(ry - 1) = O, 
-x(ta- l) + y\r* + (a + p)T±l\+z\Tiy+a)+l\=0, } (C), 
a; {r(a 4- /3) + 11 -y(r0- 1) + «Jr» + TO + y)+ 1} =0, 
en voor de loodlijnen uit A, , B| , C, op deze lijnen 
a^lrOy, - yzx) + 2y, + z, l -y[r\(j5+y)z, +/3x, 1 +2, +2x,]-|- 

+ ^H7*, -f- O + 7^ I - », + yt] = O , 
a;[T{a3, + (7 + a)j;,|-«,-f a:,]-fy}T(7a;,-ay,)+2«,4-y,J— 

-4r{(y+a)y,+-y«,|-!-y,+20,] = O, ' 

-4rHa+/3)«,+ay,j+a;,+2y,]-|-y[rl^y,+(a-|-/3K|-y,+2,]+ 

+ 2 1 r(a2, — /ay.) + 2^, + ar, } = O, 
De som van deze vergelgkingen is wederom 
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— r(a: + y + 2f){(i3-7)«,+<a + 0)y,+(7~a>,} = O..2), 
terwijl de determinant van het stelsel de voorwaarde levert 

Het blijkt das , dat elke barycentrische punteogroep , gelegen 
op de lijnen, die het zwaartepunt verbinden met de hoekpun- 
ten van den eersten BROCARD'schen driehoek, de eigenschappen 
beeit, die in de opgaaf zgn genoemd. 

Vraagstuk LIV. 

K 1 d. Op de zijden van driehoek A,A2A3 beschrijft men bui- 
tenwaarts de vierkanten A^BjCjA,, AsB^C^Ai , A,63C3A2 en binnen- 
waarts de vierkanten A^B'CA^ , AjE^CAj , AjE^C-Aa. Zijn M, , 
Mj, Mj en M', M'', M" de middelpunten dezer vierkanten en is 
O het oppervlak van AiA^A,, dan heeft men 

M^MjMj + M'M^M- = aO 
en 

BiBjBg + B'B'^B- = CiCaCg + CCC^ = 80. 

Hier is ondersteld, dat men aan de oppervlakken van twee drie- 
lioeken gelijke of verschillende teekens toekent naar gelang hun 
oriëntatie al of niet dezelfde is. (Dr. H. van Aubel.) 

Opgelost door Dr. H. van Aubel , Dr. W. Bouwman 
en Dr. A. J. W. Prange. 

Oplossing van Dr. W. Bouwman. 

Als a, , 02» (73 de zijden, A] , A2, As de hoeken Tan drie- 
hoek AjA^A, voorstellen, vindt men gemakkelijk 

Oppervlak AiMjAjMiAjMa = + K^i* + «a* + O; 

Opp. M3M,M2 = 0pp. AjMaAaMiAjMj - Opp. M^A^Ma - 

-Opp. MjAaMi - Opp. M.AjMa - O + \{a,^ + a^^ + a,») — 

— \[a^a^ sin (A, + 90^) ± OjOi sin(A2+90'*) 4-<7iaa8in(A3 + 90°)]. 

Verder is 

Opp. A.M-A^M'AjM" = O - \(a,^ + a^ + a^) ; 
Opp. M-M'M" = O — \{a,^ + a^ + (H^) - 

— i[^sfl3 8in(Ai — 90°) + OtOi sin(Aa— 9O°)i-aiaaBm(A,^9O'0 . 
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Door optelling yindt men hieruit 

Opp. MaM.Mj + Opp. M-M'M*' = 2 0- 
Op geheel overeenkomBtige wijze vindt men 

Opp. A,B3 A,B, A3B, = O + i(«,' + «2" + ^3') ; 
Opp. BaB^B, = O + 4(«i^ + (h^ + ^3^) - 

— iK2[aa03 8in(A,+135*') + (i3ai8in(Aa4-1360)H-a,aj8in(A3+135'')]; 

Opp. B-B'B" = O — i(a,* + fla* + o,») — 

— iV2[a^ «n{A, -135*^) + OgO, 8in(Aa-135^)+ajaj einCA,— 135^]. 

In aanmerking nemende, dat 

sin (A, + I350) + sin (A, — 136<5) = - sin A, 1/2 

is, yindt men door samen telling 

Opp. BjBiBa + Opp. B-B'B" = 

= 20 + (ojfl^ sin Al + (h<h «ia A^ + Ojöj sin Aj) = 8 O. 

Vraagstak LV. 

K 20 a« Men vraagt de formule voor tg (a + jS) af te leiden 
uit een figuur. *) (A. N. Godkfroy.) 

Opgelost iiaor T. J. Allersma, Dr. J. C. Bolt, Dr. W. 
Bouwman, A. N. Godefrot, Mej. C. H. de Haas, J. A. Kerk- 
hoven, Dr. C. Stolp, J. A. Vollgraff ^n H. de Vries. 

Oplossing van Dr. J. C. Bolt en Dr. C. Stolp. 

Blijkbaar behoeft men slechts het bewijs te geven voor het 
geval, dat de som is een scherpe hoek. Beschouwen we dus 
den scherphoekigen driehoek ABC met de hoogtelijnen B£ en 
CD , die elkaar in H snijden. Stellen we ^ ACD = a en 
^DCB = 0, dan is 

tg (a + jS) = BE : CE. 



') Dr. A. J. A. Pbangb heeft de opmerking gemaakt, dat een bewijs te vin- 
den is in het Handboek der vlakke driehoeksmeting van J. Vbbsluts (Amster- 
dam 1894 , bl. 72). Uit het groote aantal in(j;ekomen oplossingen blijkt , dat dit 
niet algemeen bekend is. (Rbd.) 
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Uit de gelgkyormige driehoeken A6E en HCE yolgt nu 

BE : CE = AB : CH. 
Haar 

AB = AD + DB = CD (tg a + tg fi) 
en 

CH = CD — HD = CD - DB tg a = CD (1 — tg a tg /3). 

Dus wordt 

tga + tg0 



tg(a + 0) = 



1 — tgatg0 



Vraagstuk LVI. 

K 4. Van een driehoek zijn gegeven de rechte, welke den top- 
hoek middendoor deelt en de stukken, waarin zij de grondlijn 
verdeelt. Men vraagt den driehoek te construeeren. 

(A. N. GoDEFRoy.) 

Opgelost door T. J. Allersma , Dr. W. Bouwman , A. N. 
GoDEFROY, Mej. C. H. DE Haas, J. C. de Masier, Dr. A. J. A. 
Prange, Dr. C. Stolp en H. de Vries. 

Oplossingen. 

I. (Directe constructie van den top.) Zet op een rechte Ign 
de gegeven stukken AP en PC der grondlgn uit en construeer 
op het verlengde van AC het punt Q, waarvoor AQ : CQ = AP : PC 
is. De cirkel, die op PQ als middellijn beschreven is, snijdt 
den cirkel, die P tot middelpunt en de gegeven deellgn tot 
straal heeft, in de toppen van twee driehoeken, die aan de 
vraag voldoen. 

II. (Indirecte bepaling van den top.) De lijn, die den 
tophock B middendoor deelt, snijdt de grondlijn in P en den 
omgeschreven cirkel in het midden van boog AC; S ligt dus 
op de lijn, die AC loodrecht middendoor deelt en heeft van 
P een afstand, die te vinden is als vierde evenredige tot de 
gegeven lijnen PB, PA en PC. 



Vraagstuk LVII. 

K 18 e , 18 g. Een rechte snijdt de vlakken van het viervlak 
AjA^AgA^ in de punten B|, B^i B,, B4. Men vraagt tebewijsen, 
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dat "ét tfotoen, welke op A|B,, A^B,, A3B,, A^B^ als middellijnen 
worden beschreven, een gemeenschappelijke machtlijn hebben. 

(J. Neube&g.) 

Opgelost door T. J. Allersma, Dr. W. Bouwman, 
W. Mantel en Dr. P. H. Schoüte. 

Oplossing van Dr. W. Bouwman en W. Mantel. 

Worden, met bbtrekkiAg tot een rechthoekig coördinaten- 
stelsel, waarvan 8e dè OX door de punten Bk gaat, de vier 
vlakken voorgesteld door 

aiiX 4- a%ty + osi^ + au = O, (fc = 1, 2, 8, 4) , 

en is Aik de minor van au in den determinant der coëfficiënten 
On, dan zijn de coördinaten van Ak blijkbaar 

Au ' Aik , A%k ' A^k i Azi : A^t , 
en de coördinaten van B^ 

— au: Oi*, O, 0. 
De bol , die A|Bi tot middellijn heeft, wordt voorgesteld door 
anA4i(ic*+y^ + 2^)+(a4,A4,— a,iA„)a;— OiiAaiy— J„A3,^_a4|A„=0. 

Evenzoo vindt men voor de overige drie bollen 
a,2A42(ar* + y*+ «*) + («42 A42 — «ha Al j>r— aiaAa^y — o,2A3je_ <F^ A,2 = O, 
ai3A43(a^+yH2:*) + (a43A43~o,3Ai3te-a,3A,3y-a,3A53«— a^A,3=0, 
a,4A44(ar^ + yH 2r^) + (a44A44 — auAu^r— a,4 A24y - aj^Aj^e — a^ A, ^ = 0. 

Bh nn is de sokh der lihker leden van deze vier vergelgkin- 
gen identiek nul ; de bollen hebben derhalve een gemeenschap- 
t>biykë machtlijh. 

Oplossing van W. Mantel. 

Latéh ük en fit de ^oolvlakken van Ak en Bk zgn met 
betrëkkiüg tot een ból , die tot middelpunt heeft een der snij- 
punten S van de op A,B|, A^Bj, A3B3 als niiddellgnen beschre- 
ven bollen. 

Het vlak /3i gaat blijkbaar door het punt P, ^ ((h'^^J ^^ 
staat loodrecht op het vlak a, , bevat dus de loodlijn uit P, 
6p tti. 'EvenSioo bevatteb ^ en /d, elk een hoogtelijn van het 
'Vi^ïthk (a) dot dMr de vlakken Hk Wordt ^^yvormd. 'De rechte 
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7, volgend welke j3, , /Ss» ^3 en jS^ elkaar sngden, rust derhalve 
op drie hoogtelijnen van (a), bijgevolg ontmoet zij ook de lood- 
lijn uit P4 op 04. Het vlak ji^ bevat dan twee punten van die 
hoogtelljuy staat dus loodrecht op 04. Maar dan is A4S x B48, 
zoodat de op A464 als middellijn beschreven bol door het punt 
3 gaat. De vier bollen hebben bijgevolg twee punten gemeen. 

Oplossing van Dr. P. H. Schoutb, 

1. De kwadratische oppervlakken, die de zijvlakken van 
het gegeven viervlak AJA2A3A4 en drie, dus alle, vlakken door 
de gegeven lijn /^ 6,626364 aanraken, vormen een bijzonder 
tangentieel net, waarvan het achtste basis-raakvlak een wille* 
keurig vlak door l is (vero^eljjk voor het duale net Wisk. Op- 
gaven y deel Y, blz. 28 — 35). Dit net bevat de in twee punten 
ontaarde oppervlakken (A, , 6,), (A2, 62), (A3, 63), (A4, 64). 
Dus liggen de middens M, , M2, M3, M4 der segmenten Ai6| , 
A2B2, A363, A464 in een vlak, omdat de meetkundige plaats 
der middelpunten van de oppervlakken van het net een plat 
vlak is. 

De meetkundige plaats van het punt S, waarvoor de raak- 
kegel aan het kwadratisch oppervlak O2 ingeschreven is in een 
oneindig aantal drievlakkenhoeken met louter rechthoekige ele- 
menten, is een bol, de bol van Monge. Voor het ontaarde 
oppervlak (A,, 6,) is deze bol op A161 als middellijn bepchreven. 

De raakkegels , uit een willekeurig punt P aan de kwadra- 
tische oppervlakken van het tangentieele net aangebracht, vor- 
men eveneens een tangentieel net. Daar de voorwaarde, die 
uitdrukt, dat zulk een kegel in een oneindig aantal drievlak- 
kenhoeken met rechthoekige elementen kan beschreven worden, 
in de coëfficiënten der tangentieele vergelijking lineair is , zul- 
len alle kegels van het tangentieele net de genoemde bijzon- 
derheden vertoonen, zoodra dit het geval is met drie die niet 
tot een zelfde schaar behooren. Kiest men voor P een der 
beide snijpunteu van de op Ai6j , A262, A363 als middellijnen 
beschreven bollen, dan doet zich dit geval voor, 6ijgevolg 
zijn deze beide punten ook gelegen op den op A464 als mid- 
dellijn beschreven bol. 

2. De stelling van den heer Nbuberg vormt een sierlijke 
uitbreiding op de ruimte van een bekend vraagstuk van het 
platte vlak. De polydimensionale voortzetting dezer uitbrei- 
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ding Yoert tot de volgende uitkomst , die langs denzelfden weg 
wordt aangetoond: 

„In een ruimte R« van n afmetingen is een simplicissimum 
A^Aa . . . . A. + i gegeven en een Ign Ij die de begrenzende 
ruimten R«-i van dit simplicissimum in de punten B], Bj, .. 6.4.1 
snijdt. De hyperspheren met n — 1 afmetingen op AiBi , 
A^B^, . . • A«4.iB»4.i als middelljjn beschreven hebben een ge- 
meenschappelijke machtljjn." 



Vraagstuk LVIII. 

K 18 b. Gegeven zijn een drievlakkenhoek S en een punt D. 
Een punt M te construeeren , dat het centrum van gemiddelden 
afstand is met betrekking tot D en de projecties A, B, C van M 
op de vlakken van S. (J. Neüberg.) 

Opgelost door T. J. Allersma en Dr. C. Stolp. 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 

Wij noemen de vlakken van S en van zijn supplementairen 
drievlakkenhoek, die D tot top heeft, achtereenvolgens y«, 
Vj, V<.; V'«, Vj, V'c De laatste drie zgn dan evenwydig 
met de vlakken BMC, GMA en AMB, en, daar M het medi- 
aanpunt van ABCD moet wezen, deelen zij de ribben AD, BD, 
CD middendoor. 

Wij zoeken nu eerst de meetkundige plcuits van het punt 
M, als dit in een vlak ligt met zijn projecties B, C en met 
het midden N der rechte, die D met de projectie A verbindt. 
Nemen wij A in Y^ willekeurig aan en trekken door dit punt 
een lijn loodrecht op V«, die met V'a het punt A' gemeen 
heeft, dan is M het snijpunt van AA' met het vlak door het 
midden N van AD evenwijdig aan Y^. gebracht, dus het mid- 
den van het segment AA'. De bedoelde meetkundige plaats 
is dus het vlak, dat bepaald is door de snylijn van Y« met 
Y\ en door het midden van de loodlijn uit D op Y^ neei^e- 
laten. Daar de genoemde snijlijn de punten bevat, welke Y« 
gemeen heeft met de loodlijneu uit D op Y^ en Y<.. volgt uit 
onze beschouwing de volgende 

Constructie. Trek uit het gegeven punt D loodlijnen op 
Y»y Yi , Y« en breng een vlak door de snijpunten van elk dier 



OPGAVEN. N». 57— 69. 107 

ylakken met de twee rechten, waarop het niet loodrecht staat, 
eo door het midden der loodlijn uit D op dat vlak. Het snij- 
punt der drie aldus aangebrachte vlakken is het gevraagde 
punt M. 

Opmerking. De constructie ondergaat slechts weinig ver- 
andering, wanneer men M beschouwt als het middelpunt van 
in A, B, G, D geplaatste ongelijke massa's. 



Vraagstuk LIX. 

K 1 C. Als a, /3, y, a , fi\ y de afetanden voorstellen van het 
punt P tot de zijden en de hoekpunten van een driehoek ABC, 
vraagt men P zoo te bepalen, dat 

«^ + iS^ + 7' + «^ + /3'a + 7^ 
een minimum wordt. (J. Neuberg.) 

Opgelost d0<?r W. Mantel , Dr. P. H. Schoüte en Dr. C. Stolp. 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 

1. Zij P„ het gevraagde en F een willekeurig punt, D^, 
Bq, Po de projecties van het eerste, D, E , P die van het 
tweede punt op de zijden des driehoeks. Is m de minimum- 
waarde van de bedoelde som, dan kunnen wij voor een wille- 
keurig punt P stellen 

a^ + P^ + y^+a'^-^fi'^ + y'^ = m + P. 

Wordt P verbonden met de projecties van P^, dan is 
a* + DDo*= PDo^» enz. Door bij beide leden der vergelgking 
DDo* + EEo* + FPo^ op te tellen , vindt men 

PDo^-f- PEoH PPo' + a'^H- ^'»4-7'^=m+ 8» + DDo^ + EE^^ + PPo*. 

Het eerste lid is nu de som van de kwadraten der afstanden 
Tan P tot zes vaste punten. Als zoodanig wordt het een mi- 
nimum voor het punt van gemiddelden afstand met betrekking 
tot die zes punten. Uit het tweede lid blijkt verder, dat dit 
minimum verkregen wordt, als P met P^ samenvalt. Tn deze 
nieuwe beteekenis zullen wij het gevraagde punt verder door 
F aanduiden. 



1«8 WISKUNDIGE 

2. In driehoek ABC is PD = a, PE =0, PP = 7. De 

affltanden vaq E, F en k tod BC zgn achtereenyoigeas gelijk 

aan 

^ yN T^ aa + 60 + C7 

a -f p cos C , a 4- 7 cos B en • 

a 

Het punt P moet nu als centrum van gemiddelden afstand 
tot A, B, C, D, E, F voldoen aan de voorwaarde 

aa -\- bB -\' cy 

6a = (a + Ö cos C) + (a + 7 cos j3) H ^^-^— ^, 

a 

dus aan de betrekking 

ft + a cos C ^ c + o cos B 
_aa+ /3 + 7=0. 

Hier hebben de coëfficiënten van j3 en 7 een eenvoudige 
meetkundige beteekenis. Zijn toch A', B', C' de projecties 
van het zwaartepunt G des driehoeks op de zijden BC, CA, 
AB, dan vindt men 

^^, b n ^ ft 4- a cos C ^^, c -f a cos B 

CB' = y + yC08C = , BC' = , CÜZ, 

Wanneer wij nu de coëfficiënten van a, /3, 7 door —BC, 
CB', BC' vervangen en vervolgens de letters cyclisch permutee- 
ren, krijgen wij de volgende vergelijkingen van drie lijnen, 
die door het gevraagde punt P gaan en gemakkelijk te cod- 
strueeren zijn : 

— BC.a + CB'. ^ + BC'.7 = 0, \ 

CA'.a - CA ./3H-AC'.7=rO, j 1) 

BA' . a + AB' . /3 — AB .7 = 0. ) 

3. De eerste twee vergelijkingen geven 

a (i y 



CB' . AC' + AC . BC' BC' . CA' -f- BC . AC' C A. CB - CA' . CB' 

Om de verbroken regelmaat te herstellen vervangen wij in 
de eerste breuk 

CB' door CA — AB' , BC' door AB — AC' , 
en in de tweede 

CA' door BC - BA', AC' door BA- BC'. 
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De Tergelgkingen nemen dan deze gedaante aao 

« P 7 



AB.AC— AB.AC' BC.BA-BCBA' CA.CB-CA'.CB' 



2) 



VermeDigvnldigen wg de eerste, tweede ei| derde breuk 

achtereenTokens met de Kelnke breuken -: — - , -: — — , -; — - en 

bin A 8in B sin C 

deelen wg vervolgens alle tellers en noemers door 2 , dan 

krijgen wg 

^aa 46/3 _ icy 

AABC- AAB'C' ^ AABC — ABCA' ^ AABC-ACA'B'" 

Hierin stellen de tellers inhouden van driehoeken, de noe- 
mers inhouden van vierhoeken voor. De eerste x^ y^ z noe- 
mende hebben wij 

X y z ^ 



vierh. BCB'C vierh. CAC'A' vierh. ABA'B' 

Deze vergelijkingen der lijnen AP, BP en CP in barjroen- 
trische coördinaten geven aanleiding tot de volgende eenvoudige 

Constructie : Trek uit B' en C' rechten evenwijdig met 
AA' en uit hun snijpunten B^ en Gj met BC lijnen evenwijdig 
met AB en AC. De lijn, die het snijpunt Q der laatste twee 
rechten met A verbindt, gaat door het gevraagde punt. Men 
heeft deze constructie nog slechts te herhalen met betrekking 
tot een tweede hoekpunt. 

Daar men heeft 

A ACQ = A ACCi = A ACA' + A AA'C' = vierhoek CACA' 

en evenzoo A ABQ = vierhoek ABA'B' , is de vergelgking 
van AQ 

y : = vierh. CAC'A' : vierh. ABA'B' , 

wat met 3) overeenstemt. 

Opmerking. Wil men a, j3, 7 in de lengten a, i, c der 
zgden uitdrukken, dan kan men van 2) gebruik maken door 
daarin voor de segmenten der zijden te substitueeren 

AB' = ——, AC' = enz. 
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Oplossing van Dr. P. H. Sohoüte. 

1. De Traagstukken , die de bepaiiog verlaDgen yao een 
punt P in het vlak vau den driehoek ABC, waarvoor de som 
der vierkanten van eenige in P samenkomende segmenten een 
minimum is, laten een gemeenschappelijke ruimteoplossing toe. 

Zgn Xy ify z ie normale coördinaten van P met betrekking 
tot driehoek ABC, dan geldt de betrekking 

h» hk hc 
waarin haj A», he de hoogtelgnen van driehoek ABC voorstel- 
len. Beschouwen we x^ y, z als de orthogonale coördinaten 
van een punt in de ruimte , dan hebben we dus met de punten 
van het vlak 1) te doen. 

Nu iaat de voorwaarde , waaraan P moet voldoen , zich steeds 
vertolken door de vergelijking 

/a (*> y » ^) = minimum , 
waarbij f^{JP^ y, z) een homogene functie van den tweeden 
graad voorstelt. Vervangen we deze voorwaarde door 

/,{x, y,z) = k 2), 

waarin k een willekeurige constante is, dan komt het oplossen 
van het vraagstuk neer op de bepaling van de kleinste waarde 
van Xr, die met de betrekking 1) vereenigbaar is. Nu stelt 
2) bg verandering van k een bundel van gelgkvormigey gelgk- 
standige en gelijkmiddelpuntige ellipsoïden voor, waarvan het 
gemeenschappelijk middelpunt in den oorsprong ligt. Onder deze 
is er een, die het vlak 1) aanraakt. De coördinateo x, y^ z 
van het raakpunt zijn tevens de coördinaten van het gevraagde, 
in het vlak van driehoek ABC gelegen , punt P. 

2. Bovenstaande beschouwing leidt tot een bijzonder een- 
voudige oplossing als het punt P gevraagd wordt, waarvoor 
de som van de vierkanten der afstanden tot de zgden des drie- 
hoeks een minimum is. De oppervlakken 2) zijn dan bollen 
met den oorsprong tot middelpunt, en het bedoelde raakpunt 
is het voetpunt der loodlgn 

h^ = hiy = hcZ . 
of 

Q h c 
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uit den oorsprong op het vlak 1) neergelaten. In den driehoek 
is dit het punt yan Lemoine. 

8. In het onderhavige geval hebben we te doen met de 
oppervlakken 

^^2^ Sb^A -* . . . . S) 

We moeten dan het snijpunt bepalen van het vlak 1) met de 
middellijn der oppervlakken 3) die toegevoegd is aan het met 
1) evenwijdige vlak ax -^ by + cz = 0. 



Vraagstuk LX. 

L* 16 a. De toppen A', B', C' van drie gelijkvormige, gelijk- 
beenige driehoeken, welke de zijden BC, CA, AB van driehoek 
ABC tot grondlijnen hebben, vormen een driehoek A'B'C', die 
perspectief ligt met ABC. De as van perspectief omhult de para- 
bool van Kiepert. (Zie Wisk. Opg. Vil, bl. 64.) Men verbindt 
het brandpunt F van die parabool met A, B, C en trekt uit 
A', B', C' loodlijnen op AF, BF, CF. Te bewijzen, dat deze 
loodlijnen door een punt gaan. (Dr. A. J. A. Prange.) 

Oplossing van Dr. A. J. A. Pran as. 
De barycentrisehe coördinaten van het brandpunt F der pa- 
rabool van Kiepert zgn — , , , waarin 

p — 7 7 — « cc — p 

£r , /3, 7 de cotangenten van de hoeken van A ABC aanwijzen. 
De lijnen AP, BP en CP worden voorgesteld door 

y(7-«)-«(«-^) = 0; 2r(a-^)-rc(/3-7) = 0; 

o^O- 7)-y(7 — «) = o- 

De voorwaarde, dat twee lijnen lifc + itiiy + tiiZ = O (» = 1, 2) 
loodrecht op elkaar staan, is 

S^a O + 7) - S(m,Wj + m^n,) a = 0. 

De coördinaten der punten A^ B', C zgn , als men den cotangens 
der scherpe hoeken van de gelgkbeenige driehoeken r noemt, 

/3 + 7,T — 7,r-^; r — 7,7 + a,r-a; r-^,r — a,a + p. 
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Voor de Ignen , door A', B', C loodrecht op PA, PB, PC 
getrokken, yindt men de vergelijkingoD : 

a:Jr(a + /34-7)-lK/3-7)-ylr(/3^+7'-a/3-a'y) + /3~7J + 
+ z\r(^ + 7' — a/3 — ay) — ^ + 7I = O, 

«{r(7»+a»-/37-«^)-7 + «l + y{K«+0 + 7)-lK7-o)- 
-^K7^+a^-/37-«^) + 7-a}=0, 

- «{r(a»+0*-7« -^7)+«-^}+ylHa'^/3« -7a -fiy)-a+^h 
+ z\T(a + p + y) - 1J=0. 

Daar de som der linker leden nul is, gaan de genoemde 
loodlijnen door een punt. 

Vraagstuk LXI. 

K 6 6. In het vlak van een driehoek ABC is een rechte lijn 
gegeven, waarop de hoekpunten uit drie punten P, Q, R als 
centra geprojecteerd worden. Men vraagt deze centra 200 te be- 
palen, dat de projecties van A, B, C uit P achtereenvolgens 
samenvallen met de projecties van B, C, A uit Q en tevens met 
de projecties van C, A, B uit R. (Dr. C. Stolp.) 

Opgelost door T. J. Allersma, Dr. W. Boxjwman, J. A. 
Kerkhoven, W. Mantel, Dr. A. J. A. Prange, Dr. P. H. 
ScHouTE, Dr. C. Stolp ^n H. de Vries. 

O p 1 o B 8 i ng van W. Mantel. 

Wij zullen de projecties van A , B , C op de gegeven rechte 
l uit het centrum P door L, M, N aanwgzen; de snijpunten 
van l met BC, CA, AB door O, H, I; het snijpunt van BC 
en AP door X, dat van CA en BM door Y en het snijpunt 
Tan AG en BH door Z. 

Van den zeshoek APBRCQ snijden de overstaande zgden 
elkaar in de op / gelegen punten L, M, N; die zeshoek is 
dus beschreven in een kegelsnede E^. 

Door de stelling van Pascal toe te passen op den zeshoek 
AAPBCR vindt men, dat de raaklijn in A aan E, getrokken, 
de rechte { in een punt van BC, dus in G snijdt. Evenzoo 
?indt men, d^ de raaklijn in B door Q g^t. 
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Ten slotte blgkt ait de beBchonwing yan den zeshoek 
AAPBBC, dat de raaklgnen in A en B aan E^, dus de Ignen 
A6 en BH, in een punt Z vanXY samenkomen; X, Y, Z lig- 
gen dus in een rechte. 

Men kan derhalve op l het punt L willekeurig kiezen ; X 
wordt dan bepaald door AL en BC. Verbindt men het sng- 
punt Z van A6 en BH met X, dan verkrggt men Y in het 
sngpunt dezer yerbindingslijn met AC, en P wordt bepaald 
door de lijnen AL en BY. De punten Q en R kunnen dan 
gemakkelgk gevonden worden. 

Oplossing van Dr. P. H. Schoute. 

1. Noemen we de bedoelde projecties in de aangegeven 
orde Uy V, W, dan zijn de drietallen van punten 

PAU, PBV, PCW 

QCV, QAW, QBU 

RBW, RCU, RAV 

collineair. Dus vormen de negen punten P> Q, R, A, B, C, 
U, V, W de basis van een bundel kubische krommen. Daar 
van deze negen punten U, V, W op een rechte liggen , liggen 
de andere zes op een kegelsnee. 

2. We nemen een centrale projectie van de beschouwde 
figuur, waarbij de gevonden kegelsnee een cirkel geworden en 
de gegeven lijn in het oneindige verdwenen is. Dan zgn» zoo 
6Ü8 uit de evenwijdigheid der Ignendrietallen volgt, de zes 
punten P,Q,R»A,B,C de hoekpunten van een zeshoek 
PARBQC met hoeken van 120^ en afwisselend gelgke zijden. 
Anders gezegd, ABC en PQR zijn twee verschillend georiën- 
teerde ingeschreven gelijkzijdige driehoeken. Omdat ABC ge- 
geven isy wordt het aantal oplossingen dus oneindig groot; de 
merkwaardigste is die, waarbij de driehoeken ABC en PQR 
samen het bekende handelsmerk vormen. 

3. We vinden nu de oplossing van het vraagstuk voor den 
oorspronkelgken stand der gegevens door terugprojecteeren. 
Zgn A', B^ C achtereenvolgens de snijpunten van BC , CA, AB 
met de gegeven lijn l, dan liggen P, Q, R op de kegelsnee 
door A, B, C, die in deze punten achtereenvolgens de lijnen 
-^'i BB', CC aanraakt. Op deze kegelsnee km het punt P 

WiiK. opo., dl viu. ö 
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geheel willekeurig worden aangenomen ; de bijbeKoorende p«n- 
ten Q en B volgen dan uit het liggingBYerband. 

Oplossing van T. J. Allbrsma. 
Laten 

Ap^Bpj Cp \ I P, 

Aqj Bqj Cf \ de projecties yan A, B, C uit / Q, 

Ar , Br , Cr ] \ R ï 

op de gegevene lijn d zyn. Wij nemen ABC als assendriehoek 
van een trilineair coördinatenstelsel; zIq 

lx + my •]• nz = O 

de vergelijking van d en stellen wij de coördinaten van P, 
Q, R door 

(^1 , Vi y «i) , (^2 , y2» «2) » («31 ya 1 «^3) 

voor , dan heeft men de volgende vergelijkingen : 



'-':=:• 


«:-i- 


'«^:,-;.- 


<** ;. - ; • 


'«<-;■ 


<«^:=;.- 


(AR) -^ = — , 

y» «j 


IS X 

(BR)- = -, 

«9 *3 


(CR) — = A 



Zullen nu A^^ B,, C^ samenvallen met B^, C, , Ar, dan 
moeten de drietallen (AP, BQ, d), (BP, CQ, d), (CP, AQ, rf) 
telkens door één punt gaan, hetgeen plaats heeft als yoldaan 
wordt aan 

IXiX^ f »war,yj + nziz^ = O , Ixijf^ + my^y^ + ny.z^ = O , 

fei^2 + ♦wyi^2 H" ^^1^2 = 0. 

Door eerst x^, y^» ^' daarna o^i, y, , 0| te elimineeren , vinden 
wij , na deeling door te, + my^ + n^r, en te^ + myj + nz^ , 

mny^Zx + w/5,a;, + /wic,y, = O , 
'»**y2«a + wi'2'2^2 + ^waijya = O* 
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Zulleii Aj,^ Bpj Cp samen vallen met Cr 9 Ar, Br, dait moet 
voldaan zQn aan 

Hieruit blgkt, dat P, Q, B allen op de kegelsnede E2, 

mnyz + nlzx -f Imxy = O , 

moeten liggen. Een dezer punten, b.v. P, kan willekeurig op 
K2 worden aangenomen, terwijl uit de bovenstaande vergelij- 
kingen volgt, dat Q en B dan bepaald worden door 

Ix^ : my^ ' ^^ '=^ ^1 : nz^ : Ix^ en Ir^ : my, : 110, = ne^ : Ix^ : fmf^. 

Constructie. Laten D , E , F de snijpunten zijn van d met 
BC, CA, AB ; zij H het snijpunt van AD en BE. Trek door H 
eeoe willekeurige lijn, welke BC in a, AC in /3 snijdt; trek 
Aa en Bj3, dan is het snijpunt F van Aa en B/3 een wille- 
keurig punt van E^. Bepaal de centrale projecties Ap, B^, C, 
Tan A, By C uit P op (2, vervolgens de sngpunten Q en B van 
(AC,, CBp) en (BC,, AB,), dan zijn P, Q, B drie bg elkaar 
behoorende punten, die de gevraagde eigenschap bezitten. 

Bewijs. Uit de vergelijking van d volgt voor die van AD 

en BE 

my -f- fMf = O en nz + lx = 0. 

Zg de vergelijking van a/3 

my']'nz + 0(nz + lx) = Of 

dan zgn die van Aa en B/3 

my + {l + e)nz = en (>te-h(l + *)njÈr = 0, 

waaruit door eliminatie ran O voor de vergelijking der meet- 
kundige plaats van F volgt 

mnyz + nlzx + Imxy = O , 

zoodat P, bg draaiing van a/3 om H, de kromme E^ beschrgft. 

Opmbbkinoek. I. Men kan het vraagstuk ook aldus stel- 
len: ,|Een driehoek PQB te bepalen, die trihomoloog is met 
een gegeven driehoek ABC , zoodat de drie centra van perspec- 
tief op een gegeven rechte liggen." Onder de oneindig vele 
driehoeken, die aan de vraag voldoen , heeft een nog een bijson- 
dere ligging. Is nl. A'B'C' de driehoek, gevormd door de 
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raaklijnen in A, B, C, en neemt men P in het snijpunt van 
CC met de kegelsnede, dan komen Q en R op BB' en AA', 
zoodat 8 ^ (AA', BB', CC') een yierde centrum Tan perspectief 
is geworden. (C. 8.) 

II. Ligt de gegeven rechte oneindig ver, dan wordt 8 het 
centrum der kegelsnede en deze gaat over in de ellips van 
8TBINER, in overeenstemming met vraagstuk I van den heer 

VAN AUBEL. (C- 8.) 

III. Af B, C en P , Q , R zijn connexe inflexietripels op 
elke kubische kromme, welke deze zes puuten verbindt met 
de op l gelegen projecties U, Y, W van A, B, C De 
laatste drie punten zgn buigpunten der kromme. (Durège , Die 
ebenen Curven dritter Ordnung, bl. 288 enz.) (H. d. Y.) 



Vraagstuk LXII. 

L^18b. Hoeveel kegelsneden van een bundel hebben in de 
basispunten een top? (Dr. J. de Vries.) 

Opgelost door Dr. W. Bouwman , H. de Vries, Dr. J. de 
Vries en Dr. P. Zeeman Gz. 

Oplossing van Dr. P. Zeeman Gz. 

1. Zij A een der basispunten van den bundel. Besehoawt 
men een door A gebrachte rechte r als raaklgn van een kegel- 
snede, dan is deze benevens haar middelpunt M en de loodlgn 
a in A op AM geheel bepaald. 

Moet omgekeerd een door A getrokken rechte a loodrecht 
zijn op de door A bepaalde middellijn eener kegelsnede, dan 
zijn er in den bundel twee krommen , die aan deze voorwaarde 
voldoen. Immers de middelpunten der kegelsneden van den 
bundel vormen een kegelsnede, die, zoolang A een enkelvou- 
dig basispunt is, niet door A gaat. Deze kegelsnede wordt 
door de loodlijn in A op a in twee punten gesneden, welke 
de middelpunten zijn van twee krommen uit den bundel , voor 
welke a loodrecht is op de middellijn die door A gaat. 

Tusschen de stralen r en de stralen a bestaat dus een over- 
eenkomst (1,2). Het komt dus driemaal voor, dat een raaklgn 
r loodrecht staat op de door A getrokken middellgn der over- 
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eenkomstige kromme. Bggeyolg hebben drie kegelsneden in 
A een top. 

2. Uit de analytische behandeling Tan het vraagstuk kun- 
nen gemakkelijk enkele gevallen worden afgeleid, waarin de 
drie bedoelde kegelsneden eenvoudig kunnen geconstrueerd 
worden. 

Is A de oorsprong van een rechthoekig coördinatenstelsel , 
dan wordt de bundel voorgesteld door een vergelijking van den 
vorm 

(a^^x^ + 2aiaiFy + o^^ + 2ay^x + 2a^) + X (*nar^ + 2ft,a«y + 
+ b^^ + 26,3a; + 2b^y) = 0. 

Het middelpunt der bij een bepaalde waarde van X behoo- 
rende kegelsnede is aangewezen door 

(a^yx +■ Oyjf + a,3) + X (6„a? -f- b^jf + 6,3) = O , 
(aijja? +a^ + a^) + X (b^^ + b^ + b2s) = 0, 
dus stelt 

[a„ + X6„) K + X623) — (a,3 + X6,2) (0^13 + X6,3)] x + 

+ [{^^2 + ^^2) K + ^^23) - («22 + Aft22) («13 + A6,3)]y = O 

de middellijn uit A voor. 

Zal deze rechte loodrecht staan op de raaklijn 

((ï,3 + X6,3) x + (a^ + X623) y = O, 

dan moet X voldoen aan de vergelijking: 

Ki — ^22 4- X (6„ - b^)] (ei,3 + X6,3) (a^ + Xb^) — 

- (fl,2 + A^a) [(«,3 + A6,3)' - («23 + Xfc^a)"] = 0. 

De wortels dezer derdemachtsvergelgking leveren de drie 
kegelsneden, welke aan de vraag voldoen. 

Hebben de krommen van den bundel in A de raaklijn ge- 
meen, dan kan men stellen 

«13 = ^13 ®^ ^23 = *23- 

Oüze derdemachtsvergelgking gaat dan over in 

(1+ A)^|[a„ -a^ -h A (J„ -bj] a,,a^-{a,^+ X6J («,3'- V)1=0. 

De beide wortels X = — 1 wijzen de ontaarde kegelsnede aan, 
welke uit de rechten bestaat, die A met de overige twee basis- 
punten verbinden. 
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De eenige, niet ontaarde, kegelsnede, welke in A een top 
heeft, wordt door den derden wortel bepaald. Haar middelpunt ia 
biykbaar het tweede snijpant van de meetkundige plaats der 
middelpunten (welke nu door A gaat) met de in A getrokken 
normaal 

3. Bovenstaande derdemachtsvergelijking kan gesplitst w<Mr- 
den in vergelgkingen van lager graad, wanneer men heeft 

De bundel bevat dan voor a^^ -f- Xb^^ = O een cirkel. Daar 
deze aan de vraag voldoet, moet de derdemachtsvergelijking 
deelbaar zgn door a,2 + X6i2« De beide overige wortels vol- 
doen dan aan 

Voor de beide overeenkomstige kegelsneden gaat de verge- 
lijking 

(«13 + A6,3) a: + (oj, + X623) y = O 

der raaklgn in A over in 

X — ya=0 en aj + y = 0. 

Deze raaklijnen loopen dus evenwgdig met de assen der tot 
den bundel behoorende gelgkzijdige hyperbool 

(«12^1 — *l2ail)^+(Ol3^t - ftlS«ll)« + («23^1 — *23«ll)y=0- 



Vraagstuk LXIII. 

05 Ja. Men vraagt een oppervlak te bepalen, waarvoorde 
rechthoekige coördinaten der punten , als functies van u en v^ aan 

o^w dw o w vw 

de vergelijkingen - - = -;- — en = ~^r — voldoen, en daarna 

diT ov otr du 

de vergelijkingen te bepalen van de kromtelijnen op dat oppervlak. 

(Dr. J. DE Vries.) 

Opgelost door Dr. J. de Vries €n Dr. P. Zeeman Gz. 

Oplossing van Dr. P. Zeeman Gz. 

1. Dadelijk valt op te merken, dat bij een dergelijk opper- 
vlak u en t; de parameters der asymptotische lijnen sullen 
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zgn, m. a. w. dat ti ==: a, 9 = 6, de yergeljjkingen zgn Tan 
die krommen. Immers, in 't algemeen worden de asymptoti- 
ache krommen bepaald door de vergelgking 

J)du^ + 2 D'dudv + D"dp« = 0; 
waarin 

D = S±:— ^ - D' = S±-^ ^ — 
du^ dii dr' dudr du dt? ' 

dr^ du bv 

Daar nu cregeven is r— : = ;r— , ^-5 = c^ enz. , heelt men 
OM* 01? dr* du 

D = O , D"^ == O , zoodat boyenstaande yergelgking oyergaat in 

du dv-0; 

dus is u = aj v = b. 

In het algemeen is de differentiaalyergelgking der kromte- 
lijnen van een opperylak 

(ED' — FD) rfu« + (ED" - GD) du dv + (PD'' — GDO dr» = O , 

. « /èiP\* -.. èa; èy ^ /da?V . 

waar.. E=2y. F^S^^^, ö^r^ ». 

In het beschouwde geyal wordt die yergelgking 

Edu^ — Gtdp^ = 0. 
2. Aan de partiöele differentiaalyergelgkingen 

TüHp bw bHo du7 
öü* ~ "dr"' d^ ~ ^ 

wordt yoldaan door w = €'*'+^ te nemen , mits tusschen de con- 
stanten a en ft de betrekkingen a* := i en a = i* bestaan. 
Is dus a een imaginaire derdemachtswortel uit de eenheid , dan 
zullen de drie functies c«+», ea«H-a"r, e«"*«+fl» de beide differen- 
tiaalvergelijkingen bevredigen. Aan de yraag voldoet derhalve 
het oppervlak 

a? = e" + ', y = ««« + a««^, 2? = tfaHi+«ir d. i. xyz= 1. 

Meer algemeen yoldoet aan de vraag het opperylak xyz ^ C , 
sooak «oiiBiiddellgk daaruit volgt , dat men de drie geyonden 
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functies elk met eene willekeurige constante kan yermenigraldi- 
gen, zonder dat zij ophouden aan de partiêele differentiaalver- 
gelijkingen te voldoen. 

3. Ten einde van het oppervlak xyz = 1 of 

de kromtelgnen te bepalen , berekene men £ = 2 |^| eo 



-©■ 



Men vindt: 

E = «^« + •> + a^é^^^ + «'«') + aé^i^ + «•), 

G = c^(«+»^ + ««*(««+«■«') + aV(«*« +«v). 

De differentiaalvergelijking 

Edtt» - Grfü» = O 

kan nu worden geschreven in den vorm EeflB^ ~ QdQ^ = 0. 
Immers daar 

ÖE^dG ^_2G — ~2E 
dtt ^ dv ' dv " Öm "" 

is, zal men hebben dGdu — dEdv = 2 {'Edu^ -- Qdv^\ , doch dit 

laatste is , wanneer men zich langs de kromtelgnen verplaatst , ge- 

du dv 
lijk aan nul. Derhalve heeft men voor die verplaatsingen -j^ — j?; 

dE dij 

zoodat de vergelijking der kromtelijnen kan worden omgezet in 

ErfE^ - GdG^ = 0. 

De integraal dezer vergelijking is E*/» ± G*/« = C. 
De kromtelijnen van het oppervlak worden dus ingesneden 
door de oppervlakken 

lx' + ccY + «2^r/. ±\x^ + ay^ + aV}V. = C. 

Deze vergelijkingen zijn het eerst door Caylet afgeleid. 
(Zie Quarterltf Journal X, 111 — 113). 

Vraagstuk LXIV. 

L^ 15 f. Trekt men door elk punt P eener ellips twee rechten 
i en m y die de groote as onder hoeken snijden , welke gelijk 
zijn aan den excentrischen hoek van P, dan omhullen deze rech- 



OPGAVEN. N». 63 EN 64. 121 

ten twee astrolden \ en /u. Welke kromme wordt omhuld door de 

verbindingslijn der punten, waarin i en m door X en /i worden 

aangeraakt? (Dr. P. Zeeman Gz.) 

Opgelost door T. J. Allersma, Dr. P. H. Schoute, 

Dr. J. de Vries gn Dr. P. Zeeman Gz. 

Oplossing van Dr. P. H. Schoute. 

1. We toonen eerst aan, dat l en m twee sistroïden omhullen. 
Zijn P' en P" de snijpunten van een rechte door het mid- 
delpunt der ellips 

^ y3 , 

— h -- = 1 

met de cirkels beschreven op de assen als middellijnen , dan 
is het snijpunt P der rechten door P' en P" evenwijdig met 
OY in OX getrokken, een punt der ellips. 

Als de rechte l door P evenwijdig met OP' getrokken, OX en 
OY in A en B snijdt, heeft men AB=PB— PA=P'0~P"0=a— 6; 
dus omhult l een astroïde. 

Trekt men verder m door P antiparallel met OP', en 
zijn C, D de soijpuntep dezer rechte met OX en OY, dan is 
CD = CP + PD = AP + BP = a -f 6 , zoodat ook CD een astroïde 
moet omhullen. 

2. Voltooien we de rechthoeken AOBQ en CODR, dan 
zijn Q en R de onbestendige draaiingspunten van AB en GD, 
dus de voetpunten L en M der loodlijnen uit Q en K op AB 
CD de raakpunten met X en ^. Dan wordt verder de omhul- 
lende der lijn LM gevraagd. Uit de gegeven meetkundige 
beschouwing — of langs den gewonen weg — vindt men voor 
de coördinaten van L en M 

rr= {a — 6) qos^^x a; = Ca+ 6) cos^ ^| 

^ ^ y = — (a~ 6) sin»^! ' ^ '^ y = (a + ft) sin» ^)' 
waar ^ den excentrischen hoek P'OX van P voorstelt. Dus is 

ax sin»0 — by cos»^ = (a^ — t*) sin»^ cosV 1) 

de vergelijking van LM. Uit deze vergelijking leiden we de 
klasse en den graad der verlangde omhullende af. 

3. Door 1) te vergelijken met ux + vy+l=0, vinden we 
voor de tangentieele coördinaten van LM 

a b 

u= -— , v = 



(^ cos» ^ ' c^ sin» f. 
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Eliminatie Tan ^ geeft de tangentieele Tergelijking der om- 
hullende in den yorm 

wat herleid kan worden tot 

i-(:r-(7)r-<:T. 

of 

((^u^o^ — a^v^ — b^u^y = 27 aafc^M*»* 2) 

Hieruit yolgt, dat de omhullende van de twaalfde klasse is. 
4. Door differentiatie yolgt uit 1) 

ax sin ^ + iy cos ^ = c^ sin ^ cos ^ cos 2fi 3) 

Uit de yergelgkingen 1) en 8) yinden we 

x^ — cos* , y = — — 8in*^. 

Dus geeft eliminatie yan ^ yoor de yergelijking der om- 
hullende 

(ax)« + (6y)» == ei 

Om haar rationaal te kunnen maken, schrjjyen we haar in 
in den yorm 

i>* + J* — 1 = 0. 

Is nu € een der onbestaanbare yijfdemachtswortels uit de een- 
heid en dus 1 + « 4- f* 4- é^ + t* = O > dan wordt de laatste 
yergelijking rationaal gemaakt door yermenigyuldiging met 24 
factoren yan de gedaante i^p^ + c'?^ — 1 » waarbg , met inbe- 
grip yan den oorspronkelijken factor, k en / onafhankelijk ysn 
elkaar een der ygf waarden 1,2,8,4,5 aannemen. Hierdoor 
ontstaat blgkbaar een yergelijking, die m p enq yan den ygfden 

^2j.2 J2y2 

graad is. Venrangt men p en j door — r- en — ^— dan blgkt, 

dat de omhullende yan den tienden graad is. 

Opmerking. Het punt, waar LM de omhullende raakt, 
is gemakkelgk te construeeren. Daar OL en OM antiparallel 
?gn met betrekking tot de assen , is de op LM yolgende raak- 
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lijn der omhullende tevens niaklijn aan de kegelsnee, welke 
omhuld wordt door de verbiDdingslijn LM der overeenkomstige 
puuten L en M van de projectieve puntenreeksen , die de paren 
der met OX antiparallel getrokken stralen OL en OM op AB 
en CD insnijden. Dus is het gezochte punt tevens het punt waar 
de lijn LM der figuur de aangeduide kegelsnee raakt Deze 
kegelsnee is een parabool; want de oneindig ver gelegen pun- 
ten van AB en CD zijn overeenkomstige punten der projectieve 
puntenreeksen. Deze parabool is door de raaklgnen OX,-OT, 
AB, GD bepaald. 



Vraagstuk LXV. 

M^ 8 g. Welke bijzonderheid vertoont de kromme y^ssj^in den 
oorsprong, en hoe groot is in dat punt de kromtestraal? (m en n 
zijn geheele onderling ondeelbare getallen en m is grooter dan n). 

(Dr. P. Zeeman Gz.) 

Oplossing van Dr. J. ds Vries en Dr. P. Zeeman Gz. 

1. Voor y =^px wordt af^-'ss^)»; O is dvseen vt^voadig 
punt. Daar verder ^ = O tot o:" = O leidt ^ worden alle takken 
door OX aangeraakt. 

De onbestaanbare takken buiten beschouwing latende vindt 
men gemakkelijk de volgende uitkomsten. 

1) Is n even en m oneven, dan ligt de kromme in het 
eerste en vierde quadrant en heeft ze in O een keerpunt. 

2) Is ff oneven en m even, dan is O een undulatiepunt 
en de kromme ligt in het eerste en tweede quadrant. 

3) Zijn m en n beide oneven, dan is O een buigpunt en 
en de kromme bevindt zich in het eerste en derde quadrant. 

2. In elk geval kan de kromme worden voorgesteld door 

a? = ^ , y = ^. 
Bggevolg heeft men voor den kromtestraal 

Voor 2n > m wordt derhalve de kromtestraal in O gelgk aan 
Bid, voor 8fi<ifi wordt bij oneindig groot 
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Vraagstuk LXVI. 

H' 4 e jS» 7. Bepaal de meetkundige plaats van de punten der 
ruimte, waarvoor de som of het verschil der afetanden tot twee 
gegeven rechten standvastig is. 

Welke stelsels van kegelsneden liggen op het bedoelde oppervlak 
en welke verschillende vormen kan dit oppervlak hebben? 

(Dr. P. Zeeman Gz.) 
Opgelost door T. J. Allersma, W. Mantel, Dr. J. de Vries 
en Dr. P. Zeeman Gz. 

Oplossing van Dr. F. Zeeman Gz. 

1. £en rechthoekig coördinatenstelsel worde zoo aangenomen, 
dat de vergelgkingen der gegeven rechten \ en l^ kunnen 
geschreyen worden in de vormen: 

2o is dan de afstand dier rechten, 2^ de hoek» dien zij met 
elkaar maken. Is P(a;, V) ^) ^^^ punt der meetkundige plaats, 
dan heeft men voor de vierkanten der afstanden van dit punt 
tot Z| en l^x 
;?,=(« — c)2 + (y cos^ -arsin^)», |>2 = (2 + c)« + (yco8^ + a;sin^)», 

en is de vergelgking der meetkundige plaats 

Deze vergelijking kan, na herleiding, worden geschreven in 
een der volgende vormen: 

(Pi+Pa-4a^)*= 4PiP2 ) 

De gezochte meetkundige plaats is dus een oppervlak van 
den vierden graad. 

Op dit oppervlak liggen, in 't algemeen, zoowel punten, voor 
welke de som, als zulke voor welke het verschil der afstanden 
tot \ m.1^ gelijk aan 2a is. Het is duidelijk, dat punten van 
de eerste soort alleen zullen voorkomen , wanneer a ^ c is. 
Yoor a^c zullei^ 4^9 punten, voor welke de som der afstan- 



OPGAVEN. NO. 66. 125 

den tot Z, en l^ gBlijk aan 2a is, gelegen zgn op dat deel der 
as OZ, dat door l^ en /, wordt begrensd, voor de overige 
punten dier as is het verschil der afstanden tot /, en ^2 gelijk 
aan 2a. 

2. Uit de vergelijkingen 1) vindt men na uitwerking 
x^y^ sin ^^ cos ^^ -f- 2cxf/z sin ^ cos ^ — 
- {a*x» sin *^ + ay 008 V + 6V| 4-ö»i* = 0, 

Elk vlak x==X, waarin A eene willekeurige constante vopr- 
stelt, snijdt het oppervlak volgens de dubbel getelde rechte in 
het oneindige van dat vlak en eene kegelsnede, waarvan de 
vergelgking is: 

y^ cos ^ (A^ sin *^ — a^) + 2cAy2; sin ^ cos f — 

- b^z' + a»(6» - A'sin »f) = 0. 

Deze kegelsnede, die voor alle waarden van A haar middel- 
pont op de as OX heeft, zal eene ellips of eene hyperbool zjjn, 
naar gelang 

A*sin^^< 6^ of A^sin^^ >6^ is. 

b 
Toor A* sin *é = 6^, of A = ±: -: — , gaat de kegelsnede over 

sin ^ 

in twee samenvallende rechten met de vergelijkingen 

a? = ±: -: , bzz^cy cos # = O 2) 

sin ^ 

Evenzoo zal elk vlak y = X het oppervlak sngden volgens 
de dubbel te tellen rechte in het oneindige van dit vlak en 
de kegelsnede: 

ir* sin *^ (A* cos "^ — a*) + 2cXzx sin ^ cos ^ — 

— b^z^ + Q?- (b^ - A^ cos ^) = 0. 

Deze kegelsnede heeft voor alle waarden van A haar middel- 
punt op de as OY; zij zal eene ellips of eene hyperbool zgn, 
naar mate 

A*cos»^< ff* of A*co8*^ >i^ i». 
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Voor X* C08* A = i* of A = ±: , gaat die kegelsnede over 

in twee aamen?allende rechten, welker yergelgkingen sgn 

b 

V = ± , 6af ze ca? sin * = O 3) 

^ coe^' ^ 

3. Behalve de oneindig ver gelegen rechten der vlakken 
TOZ en ZOX, welke dubbellijnen zijn, bevat het oppervlak duB 
de vier rechten, die door de vergelgkingen 2) en 3) wordeo 
bepaald. Zg vormen een scheeven vierhoek , waarvan de hoek- 
punten op de gegeven rechten 7, en l^ zgn gelegen. 

Elk van die vier punten is een byzonder punt op het opper- 

b 
vlak. Neemt men b.v. het punt, waar de rechte x^- — , 

^ sm ^ 

bz — oy cos ^ = O de rechte /, sngdt, dus het punt met de 

de coördinaten 

b b 

x=^- — , y=: , « = c, 

sin f cos ^ 

en stelt men de vergelgking van het oppervlak door F(a; ,y , «) = O 

dF öP dP 

voojr, dan is voor dit punt ^ = O, ^ = 0, ^ = 0. Bepaalt 

men verder de meetkundige plaats der rechten , die in dat punt 
met het oppervlak eene aanraking van de tweede orde hebben 
en die in het algemeen wordt voorgesteld door 

dan vindt men hier 

— 2(x--: — )(y ](a^+b*}nüfeoBé = 0. 

\ Bin ^/ \ cos ^/ ^ ^ 

Het besohouwde punt, en evenzoo elk der overige hoekpanten van 
den BcheeTen vierhoek, is das een kegelpunt op het oppervlak '). 



|(X-a,)^ + (Y-y)^+(Z-05-rP = 0. 



1) Daar de oneindig Ter gelegen dubbelreohten Mmen een dubbel kegelsnede tot- 
men, kan het oppenriak niet meer dan rler kegelpunten becitten. (Kbd) 
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4. Behalve de boven gevonden reeksen van kegelsneden, 
waarvan de vlakken achtereenvolgens evenwijdig zijn aan YOZ 
en ZOX« liggen op het oppervlak nog twee "^andere reeksen 
van kegelsneden. Brengt men toch , hetzij door /, , hetzij door 
^2 een vlak, dan zal de doorsnede met het oppervlak een kromroe 
van den vierden grnad zgn , die dubbelpunten heeft in de beide 
op ^ of l^ gelegen kegelpunten en in de sngpnnten van dit 
vlak met de oneindig ver gelegen rechton der vlakken YOZ 
en ZOX. Die kromme moet dus uit twee kegelsneden bestaan. 
Dit blijkt ook uit de vcigelijking van het oppervlak. De ver- 
gelijking toch van een willekeurig vlak door de rechte f| gaande, 
is van den vorm 

2? — c = jn (y cos ^ — o? sin ^) 4) 

Door eliminatie van z tnsschen deze vergeljjking en die van . 
het oppervlak 

verkrijgt men 

\xy sin f cos ip + /ac(y cos ^ — x sin ^) — i^p = 
=s a* (1 + fi^) (y cos ^ — X sin ip)\ 

Deze vergelgking, die te splitsen is in 
^ sin ^ cos^ + (jac — aVl -f- /i^) (y cos ^ — x sin ^) — 6* = O 
en xy sin ^ cos ^ + (fic + oVl +7?) (ff cos ^ — x sin ^) — 6* aa O, 

stelt twee hyperbolische cylinders voor, waarvan de beschrg- 
vende lijnen evenwijdig loopen met OZ. De beide hyperbolen , 
volgens welke het vlak 4) deze cylinders sngdt , liggen op het 
oppervlak. 

Elk vlak door /, , en evenzoo elk vlak door l^ snijdt dus het 
oppervlak volgens twee hyperbolen. Alleen in het geval dat 
het door /, of l^ gebrachte vlak twee zijden van den boven 
gevonden, op het oppervlak liggenden scheeven vierhoek be- 
vat, zal een dier hyperbolen in twee rechten ontaarden. 

5. Uit het voorgaande laten zich nu gemakkelijk de ver- 
schillende vormen van het oppervlak afleiden. Nemen^ wij , 
zooals in het voorgaande gedaan is, a '^c dus b^ positief, dan 
zal de op het oppervlak gelegen scheeve vierhoek zieh op het 
vlak XOY projecteeren als een rechthoek, welks zijden even- 
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wijdig zijn aan de assen OX en OY. Reëele punten van het 
oppervlak projecteeren zich op XOY alleen binnen dien recht- 
boek en op de zich in het oneindige uitstrekkende deelen van 
XOY, die elk begrensd worden door de verlengden van twee 
zgden. Het deel, dat zich binnen den rechthoek projecteert, 
is de meetkundige plaats der punten voor welke de som der 
afstanden tot /, en l^ constant is, terwijl op de overige deelen, 
die met dat eerste alleen in de vier kegelpunten samenhangen, 
de punten der ruimte liggen voor welke het verschil der afistan- 
den tot II en l^ constant is. Het eerste deel wordt door elk 
ylak, evenwijdig aan YOZ of ZOX , volgens eene ellips, de 
overige deelen worden door die vlakken yolgens hyperbolen 
gesneden. 

Neemt a af, zoodat b tot nul nadert, dan zal het eerste 
deel steeds kleiner worden. Voor b = gaat het over in het 
stuk der as OZ, dat tusschen /, en l^ begrepen is; de vier 
ribben van den scheeven yierhoek vallen allen met de as OZ 
samen 9 welke dan evenals de beide rechten in het oneindige 
der vlakken YOZ en ZOX een dubbellgn van het oppervlak 
zal wezen. Het oneindig ver gelegen punt van OZ is dus een 
drievoudig punt, zoodat men hier een oppervlak van Steiner 
yindt. De vier kegelpunten gaan, zooals onmiddellgk uit de 
yergelijking is af te leiden, over in twee klempunten in de 
sngpunten van OZ met {, en ^j. Het tusschen {, en l^ ge- 
legen deel der as OZ zal eene geïsoleerde rechte op het opper- 
vlak zijn. 

Alle vlakken evenwijdig aan YOZ of ZOX snijden het op- 
pervlak volgens hyperbolen. Evenzoo snijdt elk ylak door 
\ (of l^ het oppervlak volgens twee hyperbolen, die elkander 
aanraken in het op die rechte gelegen klempunt. 

Is eindelijk a < c of fc^ negatief, dan liggen op het opper- 
vlak alleen punten, voor welke het verschil der afstanden tot 
Zi en ^2 S^lgk is aan 2a. Ook dan snijden alle vlakken even- 
wijdig aan YOZ of ZOX het oppervlak volgens hyperbolen, 
terwijl de vlakken door l^ (of ZJ elk het oppervlak snijden 
yolgens twee hyperbolen , die geen in het eindige gelegen reëele 
punten gemeen hebben. Reëele kegel- of klempunten heeft 
het oppervlak in dat geval niet. Het bestaat dan uit twee 
bladen , die in het eindige geen reëele punten gemeen hebben. 
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Vraagstuk LXVII. 

Q4a. Bewijs dat twee viervlakken van Möbius op niet meer 
dan negen verschillende wijzen hyperbololdisch kunnen liggen. 

(Dr. P. Zeeman Gz.) 

Opgelost door Dr. P. H. Schoute en Dr. P. Zeeman Gz. 



Oplossing van Dr. P. H. Sohoüte. 

1. Volgens bepaling liggen twee viervlakken hyperboloïdisoh 
als vier elkaar kruisende rechten, die elk een hoekpunt van 
het eene met een hoekpunt van het andere verbinden^ vier 
beschrij venden van een kwadratisch regelvlak vormen. 

Uit deze bepaling volgt, dat twee viervlakken van Möbiüb 
minstens op drie verschillende wijzen hyperboloïdisdie Hgg^g 
hebben. Neemt men toch uit elk der vier paren overeenkom- 
stige hoekpunten AA% BB% CC', DD' er een, dan zal men 
steeds met vier in een vlak gelegen punten te doen hebben, 
ais men er voor zorgt, dat onder deze een oneven aantal ge- 
accentueerden voorkomt; want elk hoekpunt van het eene 
vier vlak ligt in het zijvlak van het andere, dat tegenover het 
overeenkomstige hoekpunt gelegen is. Langs dezen weg be- 
wgst men, dat de drie paren 
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van Ignen viertallen hyperboloïdische ligging hebben; want in 
elk paar viertallen rusten de lijnen van het eene paar op die 
van het andere en elk van beide viertallen bestaat uit kruisende 
lijnen. En nu is het duidelijk, dat van elk viertal alleen het 
tweede lijnen bevat, die een hoekpunt van het eene viervlak 
met een hoekpunt van het tweede viervlak verbinden. 

2. De vraag rijst nu, of er nog andere wijzen van hyperbo- 
loïdische ligging mogelijk zijn. 

Het aantal verschillende manieren, waarop men de vier 
punten A, 6 , C , D één aan één met de vier punten A^ B', C', ïï 
verbinden kan, is natuurlijk gelgk aan het aantal permutfities 
Wmk. Opo., dl VIII. 9 
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yan yier elementen en dus 24; zg zgn tot yenchilleBde typen 
terug te brengen. In het volgende eohema sgn deze ^ypen 
met het aantal er in begrepen yiertallen aangewezen. 
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We behandelen deze typen , die we achteriBenvolgenB met de 
de cgfers I— Y aanduiden, a&onderlgk. 

Typb I. Als AA', BB% CC', DIX hyperboloïdische H^^g 
hebben, is er door A een Ign te trekken, die op BB', CC', DIX 
rust, en moeten dus de projecties BBq, CCq) DD^ yan BB', CC, UU 
uit A op BCD door een punt gaan. Doch dit doen ze blgk- 
baar niet, omdat A, F, C', D' in een ylak liggen en de pro- 
jecties Bo, Co, Dq yan B', C', D' uit A op BCD dus de sng- 
punten zijn yan een rechte met de zgden CD, DB, BC yan 
driehoek BCD. Dus is dit geyal onmogelgk. 

Ttpe II. Deze zes geyallen zgn allen mogelijk. Want men 
verwezenlijkt ze onder anderen door yan een willekeurig vier- 
ylak ABCD uit te gaan , voor A' het zwaartepunt van driehoek 
BCD en AB', AC', AD' achtereenvolgens equipoUent met CD, 
DB, BC te nemen. 

Zeer duidelgk wordt dit, als men voor ABCD een regelmatig 
viervlak kiest. Dan is de orthogonale projectie van B'C'D' op 
het vlak BCD een om BCD beschreven regelmatige driehoek, 
waarvan de zijden B'Cy C'D% D'B' achtereenvolgens loodrecht 
staan op BC, CD, DB. En daar blgkbaar de loodlgn, uit 
C op BCD gesneden wordt door AA', BB', CD' en DC', yor- 
men deze vier rechten een hyperboloïdisch quadrupel. 

Daar verder CD evenwijdig loopt met AB' en gesneden wordt 
door BA', CC en DD', liggen ook de laatste vier rechten 
hyperboloïdisch. De overige yier hyperboloïdische quadrupels 
van dit type vindt men door als transversalen te beschouwen 
de loodlijnen uit B' en D' op BCD en de rechten BC, BD. 

We zoeken het meest algemeene geval der negen hyperbo- 
loïdische lijnenviertallen en gaan daartoe uit van het viertal 
CC', Diy, AB', A'B, waarvan we dadelgk de transversalen 
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CD en CD' kennen. Uit vier vlak heeft de bedoelde ligging 
zoodra de vlakken AGC', ADD', AA'B door eenzelfde lijn gaan , 
of, in de aangenomen notatie, zoodra de lijnen GCo ; DDq , A^ 
door een punt gaan. Op dezelfde wijze blijkt, dat de hyperbo- 
loïdische ligging der beide viertallen DIX, BB', AC', A'C en 
BB', CC', Aiy, A'D staat of valt met het al of niet door een 
punt gaan van de lijnendrietallen DD^, BBq, A'C en BBqi CCo, A'D. 

Anders gezegd: duidt men de tegenover BB^, CC^, DD^ ge- 
legen hoekpunten van den door deze lijnen gevormden driehoek 
door /3, 7, S aan, dan zijn de driehoeken BCD en /SyS per- 
bpectief gelegen, omdat de overeenkomstige zijdenparen elkaar 
in de punten Bq» Cq, D^ eener rechte Ign snijden. Dus gaan 
de verbindingslijnen B/3, C79 DS door een zelfde punt; dit 
punt moet A' zijn. 

Of nog anders: de snijlijn BqCoDq van de vlakken BCD en 
VCD' is de harmonische pooUijn van A' met betrekking tot 
BCD — dus ook van A met betrekking tot B'CTX. Door 
op dit algemeene geval eene projectieve transformatie toe te 
passen, waarbij de snijlijn van de vlakken BCD en B'C'D' in 
het oneindige verdwijnt, vindt men het bijzondere geval terug, 
dat boven vermeld werd. 

Ttpe III. Deze drie gevallen zijn volgens 1. een onmiddellijk 
gevolg van de eigenaardige ligging van twee viervlakken van 
MöBius ten opzichte van elkaar. 

Typb IV. Als AA', BC', CD', DB' hyperboloïdische ligging 
hebben, moeten BCq, CD^, DB^ door een punt gaan. Dit doen 
ze echter blijkbaar niet; want BCq, CD^, DBq zgn de drie 
zijden van driehoek BCD. 

Type V. Als AB', BC', CD', DA' hyperboloïsche Ugging 
hebben, moeten BCq, CD^ en DA' of BD, BC, DA' door een 
punt gaan en A' dus op BD liggen , wat ten gevolge heeft dat 
DA' en BC' elkaar snijden en de vier lijnen dus geen krui- 
sende lijnen zgn. 

Alles saamgenomen blijkt, dat naast de steeds voorkomende 
drie gevallen van type III alleen de zes gevallen van type II 
mogelijk zijn. Hiermee is het gestelde bewezen. 

3. Opmerking. Laat men onder de lijnenviertallen ook 
ribben toe en zoekt men dus het aantal malen , waarop men de 
acht hoekpunten twee aan twee door een hyperboloïdisoh 
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quadrupel yereenigen kan , dan yindt men 7. 5. 8. 1 =r 105 
gevallen en dus behalve de reeds beschouwde nog 81 nieuwe. 
In typen ingedeeld, worden deze voorgesteld door het schema 
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We behandelen ook deze afzonderlijk als type VI — XII. 

Type VI. Van AB, A'B', CC', DD' zijn CD' en CD klaar- 
blijkelijk transversalen. Dus hebben deze vier lijnen hyper- 
boloïdische ligging als er door A een lijn te trekken is, die op 
A'B', CC', DD' rust, d. i. als CCq, DDq, A'Bq door eenzelfde 
punt gaan. Dit is natuurlijk mogelijk. Doch het is niet moge- 
lijk, dat alle zes gevallen voorkomen; want /SyS en BoCqDo 
kunnen niet perspectief liggen, daar BqCoDq een rechte lijn is. 

Als, de zes gevallen van type II zich voordoen is elk geval 
van type VI onmogelijk; want A' kan niet tegelijkertijd op 
j3B en jSBq liggen , enz. 

Ttpe vil De viertallen zijn geen kruisende lijnen, want 
AB en CD' snijden elkaar even als A'B' en CD. 

Type VIII. Deze drie gevallen doen zich steeds voor. 

Type IX. Liggen AB, CD, A'C, B'D' hyperboloïdisch , dan 
moeten de lijnen CD, AjCq, BqDq door een punt gaan en A,Co 
dus het snijpunt Bq der andere beide Ignen bevatten , wat ?er- 
eischt dat At op BoCqDo ligt. Deze gevallen zgn dus on- 
mogelijk. 

Type X. Willen AB , A'C , B'C' , DD' hyperboloïdisch liggen , 
dan moeten A'Cq, B^Cq, DDq door een punt gaan, wat weer 
vereischt dat A, op BqCoDq ligt, enz. 

Type XL Oeen kruisende lijnen. 

Type XII. Door behandeling als onder IX en X blgkt de 
onmogelijkheid. 

OpitfERKiNGEN VAN Dr. P. Zeeman Gz. I. Men kan als volgt 
aantoonen, dat van de viertallen van type II 6f ticee 6f alk 
hyperboloïdisch kunnen zijn. 
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Zal dit gelden voor AA% BB', GD', DC% dan moet de dub- 
beWerbouding der punten 

A, B, (AB, CDO, (AB, DCO (a) 

gelijk zijn aan de dubbelverhouding der punten 

A', B', (A'B', CDO, (A'B', DC) (b) 

Daar de rechten AB% BA^ CD', DC' steeds hyperboloïdisch 
liggen, is yerder de dubbelverhouding der punten (a) eyen 
groot als die der punten 

B', A', (A'B', CDO, (A'B', DC') ...... (c) 

Bijgeyolg zgn de dubbelyerhoudingen der viertallen (b) en (c) 
gelijk , d. w. z. A' en B' worden harmonisch gescheiden door 
(A'B', CD') en (A'B', BC). Natuurlijk vormen de punten (a) 
dan tevens een harmonische groep. 

Is aan deze voorwaarde voldaan, dan hebben ook 

AB', BA', CC', DD' 

hyperboloïdische ligging. Immers (zie vraagstuk 200 van deel 
VII), wanneer 

AA', CD', BB', DC' en AD', CB', BC', DA' (type Hl) 

zoodanige ligging hebben, geldt dit tevens voor de viertallen 

AB', CC', BA', DD' en AC', CA', BD', DB' (type III). 

Wil men nu, dat ook AA', BD', CC', DB' hyperboloïdisch 
zal zijn, dan moeten de puoten A en G harmonisch geschei- 
den worden door (AC, BDO en (AC, DB'). Is dit het geval, 
dan zijn ook de overige drie viertallen van type II hyperbo- 
loïdisch. Want hebben 

AA', BB', CD', DC' en AA', BD', CC', DB' 

de bedoelde ligging, dan zal dit ook het geval zgn met 

AA', BC', CB', DD', 

(Zie vraagstuk 199 van deel VII) enz. 

Alles samenvattende, kan men dus zeggeo.* Ttree viertlak- 
leen van Möbiüs hebben bf op drie , bf op vijf, bf op negen 
verschillende wijzen hyperboloïdische ligging. 

II. Om twee viervlakken met vgfvoudige hyperboloïdische 
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ligging te yerkrijgen, neme men ABGD willekeurig, en kieze 
in ABC en ABO de punten D' en C' zoo, dat A en B har- 
monisch zijn met (AB, CD') en (AB, DC). De punten A' en B' 
kunnen dan yolgens een bekende, eenvoudige constructie op 
00 ' yerschillende wijzen bepaald worden (Steiner, Ges. Werke, 
I, 405). 

Vraagstuk LXVIII. 

M' 6 h. Op een omwentelingshyperboloide neemt men drie rech- 
ten a , ^ , ^ van hetzelfde stelsel , die den keeldrkel in de hoekpunten 
Ay B, C van een gelijkzijdigen driehoek snijden. De kubische 
ruimtekromme , welke in A , B , C door a, b, c wordt aangeraakt, 
wordt door elk vlak evenwijdig aan den keelcirkel in de hoekpunten 
van een gelijkzijdigen driehoek gesneden. De meetkundige plaats 
der middelpunten van de kegelsneden, volgens welke het ontwik- 
keibare oppervlak der raaklijnen door de osculatievlakken wordt 
gesneden, is een in het vlak van den keelcirkel gelegen cirkel. 
Men vraagt dit te bewijzen. (Dr. P. Zeeman Gz.) 

Opgelost door Dr. P. H. Schoute en Dr. P. Zeeman Gz. 

Oplossing van Dr. P. Zeeman Gz. 

1. De kubische ruimtekromme, die io de punten A, B en C 

door de rechten a, 6 en o wordt aangeraakt, is door deze 

gegevens volkomen bepaald. Geeft men haar om de as der 

2«r 
omwentelings-hyperboloïde eene wenteling met amplitude— , 

dan zullen daardoor de punten A, B, C, benevens de rechten 

a, & en o, in de nieuwe standen B, C, A, A, c en a komen. 

De oorspronkelijke ruimtekromme gaat door deze wenteling 

over in eene ruimtekromme, die in A, B en C door a, 6 en c 

wordt aangeraakt , d. w. z. de nieuwe stand der ruimtekromme 

valt met den oorspronkelijken samen. Evenzoo zal door een 

wenteling , in denzelfden zin als de vorige , doch met de aropli- 

4ir 
tude — , de kromme een stand verkrijgen, waarin zij weer 

ó 

met den oorspronkelijken stand samenvalt. 

2. Hieruit laten zich een aantal zeer eenvoudige eigen- 
schappen dier kubische ruimtekromme afleiden. Vooreerst blijkt 
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dat zg moet bestaan uit drie congruente takken, die door de 
beide wentelingen met elkaar verwisseld worden. Elk vlak, 
loodrecht op de as der hyperboloïde snijdt de kromme in drie 
punten, die door de wentelingen in elkaar overgaan, dus de 
hoekpunten van een gelgkzgdigen driehoek zijn. De kromme 
18 een kubische hyperbool met drie asymptoten, welke gelijke 
hoeken maken met en op gelijke afstanden verwgderd zijn van 
de as der omwentelingshyperboloïde. 

3. De beide, boven beschouwde wentelingen zijn niet de 
eenige bewegingen, die men aan de kromme kan geven, zoo- 
danig dat zij in den nieuwen stand met den oorspronkelgken 
samenvalt. Is toch O het centrum der omwentelingshyperboloïde, 
dan zal een wenteling om OA , waarvan de amplitude gelgk aan 
ir is , het punt A op zijn plaats laten en B met O verwisselen , 
terwijl de rechte a in den nieuwen stand met den eersten 
samenvalt en de beide rechten 6 en c met elkander worden 
verwisseld ; de kubische ruimtekromme zal dus in den nieuwen 
stand met den oorspronkelgken samenvallen. Hetzelfde vindt 
plaats, wanneer men de kromme om OB of om OG een hoek 
ir Iaat wentelen. 

4. Volgens bekende eigenschappen wordt elk osculatievlak 
eener kubische ruimtekromme door de overige osculatievlakken 
gesneden volgens de raaklijnen eener kegelsnede, en liggen 
de middelpunten dezer kegelsneden weer op een kegelsnede. 

Het vlak der laatste kegelsnede moet bij de beschouwde bg- 
zondere kubische ruimtekromme, omdat het door de wentelingen 
om de as der hyperboloïde niet van stand verandert , loodrecht 
op die as staan ; verder moet die kegelsnede , daar zij deze beide 
wentelingen toelaat, een cirkel zijn. Eindelijk moet nog, om- 
dat die cirkel de wentelingen om de drie , in het vlak van den 
keelcirkel gelegen, rechten OA, OB en 00 toelaat, zijn vlak 
samenvallen met het vlak van den keelcirkel. 

Vraagstuk LXIX. 

H'6i. Onderzoek de ruimtekromme: 
x = a cos f : cos nf 
y = asinf: cos nf 
g = dtgnf 
als n een geheel getal voorstelt. (Dr. P. Zeeman Gz.) 

Opgelost door Dx. P. H. Schoute en Dr. P. Zeeman Gz. 
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Oplossing van Dr. P. Zbehar Gz. 
1. De kromme ligt op de omweiitclingshyporboloïde 

a» ~ 6» ~ 

Voor n = 1 gaai zij over in de rechte : a; = a , by — az = 0. 

De Boijpunten der kromme met een vlak z = \ zijn de hoek- 
punten van een regel matigen n- of 2nhoek. Het eerste geval 
doet zich voor als n oneven, het tweede als n even is. 

Vooreerst toch liggen deze punten op den cirkel, yolgeoB 
welken dit vlak de omwentelingshyperboloïde snijdt; verder is 

voor al die punten tgn^^-^-- Is nu a de ^ tusschen O en t 

o 

gelegen waarde van n^, die aan deze vergelijking voldoet, dan 

vindt men alle in het vlak z = X gelegen punten der kromme 

door te nemen = , waarin k alle waarden van O tot 

n 

2n — 1 kan hebben. 

De beide waarden van 0, welke overeenkomen met twee 
waarden van k, waarvan het verschil gelijk is aan n, b.v. 

a 4- k.v a + k.v , 

n n 

geven de beide punten 

a + k.ir , a+k^w 
cos — sin 

' oos(a+*4iry ^' cos(a+A:|ir)' ' ^ 

a + hn . a + i|ir 
— cos — sin 



^ cos(a+A:,7r+nir)^* C08(a+i,irH nir) ' ^ ^ 

Is nu n oneven , dan wordt cos (a + A:,7r -(- nn) = — co9{a-l-/cii'); 
in dat geval vallen dus deze beide punten samen, zoodat de 
bovenstaande 2n waarden slechts n verschillende, in het vlak 
z = \ gelegen , punten der kromme opleveren. 

^8 daarentegen n even , dan vallen die twee punten niet 
samen, maar liggen in de uiteinden eenor zelfde middellijn van 
den cirkel; de 2w verschillende waarden voor ^ leveren dan 
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ook 2tt verschillende punten der kromme. Dat die in het vlak 
2ss\ gelegen n of 2n punten de hoekpunten van een regelma- 
tigen veelhoek zgn , volgt onmiddellijk uit de vormen, die men , 
blijkens het voorgaande, voor de coördinaten dier punten ver- 
krijgt. En tevens blijkt daaruit, dat wanneer men aan de 
kromme eene rotatie geeft om de as OZ , waarvan de amplitude 

is — of — (al naar mate n even of oneven is), zij een nieuwen 
n n . 

stand zal verkrijgen, in welken zij met den oorspronkelijken 

stand samenvalt. De kromme bestaat dus uit 2n of n congruente 

takken en zal van de 2n® of n^ orde zijn. 

2. Deze rotaties zijn niet de eenige bewegingen, die men 
aan de kromme kan geven , om haar te brengen in een nieuwen 
stand , in welken zij met den oorspronkelijken samenvalt. Yoor 
twee punten der kromme, die bij gelijke, doch in teeken tegen- 
gestelde waarden van ^ behooren , is arj = Xj, y, = — ya» ^i — — ^21 
de kromme is dus symmetrisch t. o. v. de as OX. Oeeft men 
haar eene wenteling, groot 180^ om de as OX, dan valt de 
nieuwe stand der kromme met den eersten samen. Hetzelfde 
is het geval, wanneer men de kromme om eene der middellijnen 
van den keelcirkel der omwentelingshyperboloïde , die door een 
in dat vlak gelegen punt der kromme gaat, een hoek van 
180^ laat wentelen. 

Yoor n = 3 verkrjjgt men de in het voorgaande vraagstuk 
besproken kromme. 

3. De vergelijking van het osculatievlak der kromme in het 
punt ^ is 

nJX sin f — nbY cos ^'\- aZ cos n^ — ai sin n^ = 0. 

Omdat dit vlak het punt X = 0, YsrO, Z^btgn^ bevat,- 
zullen de osculatievlakken in de verschillende punten, welke 
een vlak, evenwijdig aan XOY, met de kromme gemeen heeft, 
allen gaan door het punt, waar dit vlak de as OZ snijdt. Dit 
volgt ook onmiddellijk uit de bovengenoemde rotaties om OZ, 
welke de kromme toelaat, 

4. Deze eigenschap is slechts een bijzonder geval eener meer 
algemeene. Vervangt men , in de vergel^king van het osculatie- 
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COS ó 

vlak , den parameter ^ door de coördinaten a? = a — , 

cos n^ 

sin é 
y =r a — — , zssb tg nip vaa hot punt , waar dit vlak oscu- 
C08 n^ 

leert, dan verkrijgt men: 

Xy-Ta? + 4(Z-^) = 0. 
no 

Door deze vergelijking wordt, wanneer men x, y en ^ als 
do coördinaten van een willekeurig punt der ruimte beschouwt, 
eene reciproke verwantschap tusschen de punten en vlakken 
dor ruimte bepaald, zoodanig dat met elk punt x, y, e der 
ruimte één vlak overeenstemt, dat door dit punt gaat, terwijl 
als het punt eene rechte doorloopt, het overeenkomstige vlak 
om eene andere rechte zal draaien, m. a. w. door die vergelij- 
king wordt een nulstelsel bepaald. 

De beschouwde ruimtekromme is nu eene kromme van dit 
nulstelsel d. w. z. aan elk punt dier kromme is in het nul- 
stelsel het osculatievlak van dat punt toegevoegd. Daar nu, 
als een punt een zeker vlak a doorloopt, het met dit punt 
overeenkomende vlak door een vast punt A van a gaat, bezit 
de bedoelde ruimtekromme deze eigenschap : 

„Elk vlak sngdt de ruimtekromme in 2nof n punten, die ge- 
legen zgn op de kegelsnede, welke dit vlak met de bovenge- 
noemde hyperboloïde gemeen heeft. Do osculatievlakken der 
kromme in die punten gaan allen door een zelfde punt van 
het vlak. Door elk punt P der ruimte gaan 2n of n osculatie- 
vlakken ; de punten der kromme , waar deze vlakken osculeeren , 
liggen in een vlak door P." 

Het laatste, nl. dat bg deze kromme , evenals bij elke kromme 
van een nulstelsel, orde en klasse even groot zgn, volgt hier- 
uit, dat zulke krommen ten opzichte van het nulstelsel met 
zich zelf reciprook zgn. 

6. De volgende eigenschappen der ruimtekromme kannen 

gemakkelijk afgeleid worden. 

„De rechten van het eene stelsel der omwentelingshyperboloïde 

X^ 4- V^ ^ 

— r-=^ rr = 1 hebben, als n even is, met de kromme « + l , 

ar. r 
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die van het andere stelsel n — l punten gemeen. Is n oneven, 

„ w + 1 n—l.. 
dan worden deze aantallen — -— en — - — . 

„De kromme heeft 2« of n asymptoten , die gelegen zgn op 
de omwentelingshyperboloïde 

„De asymptotische vlakken der kromme zijn raakvlakken dier 
hyperboloïde , in punten op den keelcirkel gelogen. Is neven, 
dan loopen de asymptotische vlakken twee aan twee even- 
wijdig." 

Oplossing van Dr. P. H. Schoutb. 

1. We maken het vraagstuk een weinig algemeener door 
de gegeven vergelijkingen te vervangen duor 

_^^_X_=_^f ^_L_ 1) 

a cos ^ 6 sin ^ c sin n^ cos n^ 

en bewijzen nu achtereenvolgens , dat de door deze vergelijkin- 
gen voorgestelde ruimtekromme van graad en klasse 2n is voor 
n even en van graad en klasse n voor n oneven. 

2. Yoor de gewijzigde vergelijkingen kunnen we schrijven 

re _ .y z 1 

a («^ + e~«>) "" — 6i(e*> - «-*>) "" — Cl (^*0— «— «*^) ^ e«»*0+«--«*^ 

of, als é^=^i gesteld wordt , 
__ X y z 1^_ 

a(ea+l)^»-i ""-W(^2- 1)^—1 "" — ci(^*»- 1)"" ^*»+l' 

Is n oneven dan komen in de noemers slechts even machten 
van i voor en kunnen we i^ door u vervangen. Daar de noe- 
mers dan hoogstens tot den n^^^ graad in u opklimmen, is de 
kromme rationaal en ^ van den n^^ graad. Is n even, dan is 
de vereenvoudigende substitutie niet mogelijk; omdat de noe- 
mers tot den graad 2n in r opklimmen, is de kromme dan 
rationaal en van den graad 2n. 

3. Het osculatievlak in het punt behoorende bij de waarde 
^ wordt voorgesteld door 
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X 


y 


z 


1 


acos^ 


h sin ^ 


c sin t?^ 


cosn^ 


— a sin ^ 


6C08^ 


WCCOBW^ 


- n sin n^ 


— a C08 ^ 


— 6 sin ^ 


— r?c eia n^ 


— w'cosn^ 


of door 









= 0, 



(X . y \ z 
— 8in ^ — y cos 0| H coB n^ — sin n^ = 0. 

Brengen we dit oyereen met de vergelijking wa; -j- t?y 4- w?^+ 1 = O, 
die het verband tusschen tangentiëele en puntcoördinaten aan- 
geeft, dan vinden we 



w 1 



« . n 1 — Bin né 

— smó — -T-C08Ó — co8nó ^ 

a b ^ c 

wat in hoofdzaak overeenstemt met l). Langs den aangegeven 
weg vindt men dus voor de klasse der kromme n of 2n , naar- 
mate n oneven of even is. 

4. Gemakkelijk blijkt, dat de beschouwde ruimtekromme 

/g»2 yl j,% 

gelegen is op de eenbladige hyperboloïde -j+T = ^ 

en dat het ontwikkelbaar oppervlak, waarvan zij de keerlgn 

is, de eenbladige hyperboloïde a^u^ + hH'^ — c*m^ = n* of 

x^ y^ z^ l 

— r- + TT T = T omhult. Voorn = 1 vallen deze beide opper- 

a^ b^ <r tl? 

vlakken samen ; de vergelijkingen 1) stellen dan een rechte voor. 

5. Voor n = 3 wijzen de oorspronkelijk gegeven vergelij- 
kingen de kromme van het voorgaande vraagstuk aan. In ver- 
band hiermee merken we op, dat de oorspronkelijke kromme 
voor elke n > 2 door alle vlakken evenwijdig aan het vlak 
XOY volgens de hoekpunten van een regelmatigen veelhoek 
gesneden wordt en dus voor n oneven uit it, voor n even uit 
2w congruente takken bestaat , die bij draaiing om de 2-fi% in 
elkaar overgaan. De kromme is anallagmatisch voor een dië- 
der groep met de ^-as tot hoofdas eu n of 2n bjjassen ia het 
vlak z = 0. 
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Vraagstuk LXX. 

M' 6 h. Door elk van drie kruisende ribben van een rechthoekig 
parallelopipedum brengt men de beide vlakken , welke den oneindig 
ver gelegen imaginairen cirkel aanraken. Bepaal de kubische ruimte- 
kromme, die door deze zes vlakken geosculeerd wordt. 

(Dr. P. Zeeman Gz.) 

Opgelost door Dr. P. H. ScHOtTTE en Dr. P. Zeeman Gz. 



Oplossing tan Dr. P. Zeeman Gz. 

1. Volgens eene bekende eigenschap bepalen de osculatie- 
vlakken eener kubische ruimtekromme projectieve puntenreek- 
sen op twee rechten /, en /j, door elk van welke twee oscu- 
latievlakken der kromme gaan. Projecteert men dus die beide 
puntenreeksen uit een derde rechte , die eveneens de doorsnede 
van twee osculatievlakken is, dan verkrijgt men twee projectieve 
vlakkenbundels, van welke de door \^ gaande osculatievlakken 
de dubbelvlakken zijn. 

Zijn nu 2| , ^2 en /j de gegeven ribben van het rechthoekige 
parallelopipedum, dan bepalen dus de osculatievlakken der ge- 
zochte ruimtekromme op Z, en l^ twee projectieve puntenreek- 
sen, die uit /, door twee projectieve vlakkenbundels worden 
geprojecteerd. Van deze bundels zijn de door /g gaande oscu- 
latievlakken, d.z. die vlakken door Z, , die den imaginairen cirkel 
in 't oneindige raken , de dubbelvlakken. Doch dan moet de 
hoek, door twee homologe vlakken dier bundels gevormd, 
constant wezen. Omdat dit voor elk der drie vlakken geldt, 
heeft men: 

Snijdt een willekeurig osculatievlak der gezochte kromme 
elk der drie gegeven ribben in een punt, dan zullen de drie 
tweevlakkenhoeken , die men verkrijgt, als men vlakken brengt 
door elk dier ribben en elk der punten op de beide andere 
ribben, constant zijn d. i. onafhankelijk van het aangenomen 
osculatieylak. 

Daaruit volgt een zeer eenvoudige constructie van alle reëele 
osculatievlakken der kromme, wanneer men slechts één derge- 
Igk vlak kent. 
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2. Om een osculatievlak der kromme te bepalen, nemen 
wij het middelpunt O van het parallelopipedum tot oorsprong 
en tot coördinaatassen drie rechten OX , OT en OZ evenwgdig 
aan de gegeven ribben. Dese hebben dan tot yergelij kingen 

<«r:':j <y::ij «;:!ij 

Op II worde een punt « = A, , op l^ een punt y == Aa en op 
l^ een punt 2 = A, aangenomen. Het vlak door die punten 
heeft tot vergelijking: 

X (AaAj — 6A, + cAj+ Sic) + T (AgA^ - cA, + aA, + ica) + 

-f Z(A|Aji— aAj+iAj+Safc)- iXiX^X^+bc\ + caX^'\-aó\^)=:0 . . 1) 

Zal dit ylak osculatievlak der kubische ruimtekromme zgn, 
dan moeten de door Aj , A, en A, op de ribben doorloopen 
puntenreeksen, volgens het voorgaande , projectief wezen, der 
halve moeten twee betrekkingen bestaan van den Torm: 

AaA3 + A,A, + B,A3 + C,=0, j 

A3A, + A^A, + B^A, + Ca = O I 

Zes van de osculatievlakken der kromme zgn bekend en deze 
stellen ons in staat de in deze betrekkingen voorkomende 
coëfficiënten te bepalen. 

Vooreerst zijn de beide vlakken door 2,, welke den imagi- 
nairen cirkel in het oneindige raken, osculatievlakken der 
kromme; die vlakken hebben tot vergelijkingen: 

Y - 6 ±1 1 (Z + c) = 0. 

Ab \^ = b±2ic is , zal A3 = — c±i2ib zijn. Evenzoo vindt 
men, door uit te gaan van de beide vlakken door l^j die den 
imaginairen cirkel aanraken en tot vergelijkingen hebben 

Z — c±i(X-ha) = 0, 

dat als A3 = c zh 2ia is , X^ = — a±.2ic zal zijn , terwgl men 
eindelgk met behulp van de beide imaginaire osculatievlakken 
door ^3 vindt dat uit A, = a ± 2ib volgt A2 = — 6 db 2ia. 

Door substitutie yan deze waarden in de vergelgkingen 1) 
yindt men tusschen de onbekende coëfficiënten de volgende 
zes betrekkingen: 
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A,6 — B,c + C, = 56c, 
A,c + B,i = c*-6«, 

AJ> — BjC -|- Cj = 5ea , 
AaC-i-Bji = a' — c*, 

--5aJ(A, — B^ + o(C, — B,B^-6(A,Aa-Ca) + AjC,-P,r, = 0. 
(o»-««)(A,-B,)+6(C, — B,B,) + a(A,Aj- Cj) =0. 

Hierait vindt men: 

8aa6«c 



Al =c — 



B,=-6 + 
C, = 3&C 4 






(o» + 6> + c»)(*»+c»-o*)' 
8a»ic (6« + c») 



(a» + ft* + c»)(6> + c»-a«) 

De waarden yan A,, B, en C, worden hierait verkregen door 

oyclische permutatie van a, 6 en c. 
Als resultaat van het voorgaande hebben wg dus: 
De vergelgking 1) waar de parameters A, , Aj en A, verbon- 

den zgn door de betrekkingen 

(A,A, + cX,-6A, + 8«c)- 
Sa'be 

Sah^c 

- (irp^rp^(^rq:^3jij (^=^3 - A - (c» + aa)) =0, 

stelt het OBCulatievIak der gezochte kubische ruimtekromme 
voor. 

Uit de symmetrie volgt dadelijk , dat tusschen de parameters 
ook nog de betrekking: 

(W + 6A, - aXa + 9ab) - 

- (.■ + f+^'^.4.f-,.) '°^--'^-'"+"»-'' 
bestaat. Deze hangt natuurlijk yan de beide eerste af. 
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Onmiddellgk kan men nu de Tergelijking vinden van het 
eenige reëele osculatievlak , dat door een willekeurig punt Tan 
eene der gegeven rechten /, , /^ of /, gaat. Wil men b.v. het 
osculatievlak bepalen, dat door het punt in het oneindige van 
/, gaat , dan stelt men A, =- oo en vindt 



met behulp waarvan onmiddellijk de vergelijking van \ gezochte 
vlak gevonden wordt. 

Opmerkikgen. I. Zeer eenvoudig wordt het voorgaande , 
wanneer het parallelopipedum in een kubus overgaat, dus 
a = & = c is. De vergelijking van het osculatievlak wordt in 
dat geval: 

X (X» + 2a\ + 60") (5o + 3A) -f- Y (A» - 2a\ + 5a^)(5a — 3A) - 

- 4aZ (25a2 + A») + 2aA (25a^ - A») = 0. 

Met behulp hiervan kan men onmiddellijk de coördinaten van 
een punt der kromme als functies van den parameter A uitdruk- 
ken. De kromme is dan een bijzonder geval van de in vraag- 
stuk 68 bedoelde krommen. 

II. In 't algemeene geval snijdt een willekeurig osculatievlak 
de rechten Z, , l^ en l^ achtereenvolgens in de punten (A, , 6, — c), 
( — a, Aj, c) en (a, — 6, A3). Brengt men nu (wee vlakken 
door de rechte /, en elk der punten A2 en A,, dan vindt men 
voor den hoek ^^ dier vlakken: 

Aa -6 26 



fff A = -H ^^ ^3^^ ^ -+- ^2 ^3 - h\ + c\ + 3/>c 

l ^(^2- ft) ~ cA3~ 6A, + 6» + c» 
c(A3-c) 

Doch dit is volgens de eerste der betrekkingen , die tusschen 
de parameters bestaan, constant, zoodat: 

8a»Jc 



tg«, = ±: 



(a^ + 6» + c«)(6^-fc2~o») 

III. De drie gegeven ribben zijn de zoogenaamde focaal- 
Ignen der kubische ruimtekromme. 



/ 



De volgende ytoeger yerschenen uitgaven zgn tegen de daarbij 
aangegeven prijzen te ontbieden bij den Ondervoorzitter, den 
Heer D. Coelingh, Amsterdam, Marnixstraat 409, bij wien 
men ook klachten inbrengen kan over eventueele onregelmatig- 
heden in de toezending der uitgaven van het Genootschap. 

Feestgave van het Wiskundig Genootschap ter gelegenheid 
van zijn honderdjarig bestaan, bevattende de herdruk van twee 
zeldzame, merkwaardige Hollandsche werken [(Corte onderrich- 
tinghe dienende tot het maecken vande reductien vande tacx- 
custingen tot gereede penningen, om dien-volgende te eyssohen 
en ontfangen den veertichsten penning op alle vercochte of 
vervreemde onroerende goeden , volgende tplacaet der Heeren 
Staten van den xxii Decembris 1598) en ( Waerdye van Lyf-renten 
naer proportie van Los-renten, geteekent Johan de Witt, 1671)] 
in den handel /6,00 .... voor de leden ƒ3.00. 

Register naar eene wetenschappelijke verdeeling op de werken 
van het Wiskundig Genootschap, Amsterdam, 1885 

in den handel /3,00 .... voor de leden /1,50. 

Grondslag van een bibliographisch repertorium der wiskundige 
wetenschappen (naar den franschen tekst bewerkt), Amsterdam, 1M*2 
in den handel /2,00 .... voor de leden ƒ1,00. 

Voordrachten over den Grondslag, per vel 

in den handel ƒ0,30 .... voor de leden ƒ0,15. 

Nieuw Archief voor Wiskunde, eerste reeks, twintig deelen, 
tweede reeks , deel 1 en 2 , per deel 

in den handel ƒ 4,00 .... voor de leden ƒ 2,00. 
(De volgende deelen per deel 

in den handel ƒ 6,00 .... voor de leden / 3,00, 
en per overcompleete aflevering 

in den handel ƒ1,50 .... voor de leden ƒ0,75). 

Wiskundig-e Opg-aven met de oplossingen, nieuwe reeks, 
deel 1 — 7 per deel 

in den handel ƒ6,00 .... voor de leden ƒ3,00. 
en por overcomploete aflevering 

in den handel ƒ1,00 .... voor de leden ƒ0,50. 

Revue semestrielle des publications mathématiques , deel 
1 — 8 , elk van twoe stukken k / 4,00 en bij overcompleete stukken, 
per stuk ƒ2,00. 

Tables des matières des volumes I— V . . . f 2,00. 
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VéèasjStu^ LXXI 



KZi 



Q 4 a. In het zijvlak ASO van een viervlak ABCD neemt men 
een punt D| wülekeurig aan en bepaaitdê harmonische poollijn d^ 
Van D, ten opzichte van ABC. Een vlak door d^ snijdt AD in P, , 
BD in Q, , CD in R,. De rechten AQ, , BR, , CP, snijden het 
vbik (IXf|) ia drie punten C, , A,, B,, zoodat A,BjCiD| en ABCD 
in en om elkaar beschreven zijn (Tetraeders van Möbius), en op 
negen verschillende wijzen hyperbololdische ligging hebben. 

Zijn B,, Cjy A^ de snijpunten van AR, , BP, , CQ, met het vlak 
(IV,), dan hebben de viervlakken A^B^C^^D, en ABCD dezelfde 
eigenschappen. (Dr. P. Zeeman Gz.) 

Opgelost door Dr. P. H. ScfiotJTE en Dr. P. Zeeman Gz. 

Oplossing van Dr. P. H. Schoute. 

L We nemen ABCD als coördinaten viervlak aan en stellen 
te coördinaten van het gegevm punt D, door a, fi^ y^ O voor. 
Dan wordt de Ign d, door de vergelijkingen 

X y z 

— + -^ + — -0, f = 
a fi y 



aangewezen en kan 



X y z t 
a^ fi^ y^ S 



de vergelgking van het vlak PiQiR, door (2, zijn. 

Be coördinaten der pnnten F, , Q, , B, , A, ^ fi, , C, , D, zijn 
dan yervat in het volgende schema : 





p, 


Q, 


R. 


A, 


B, 


0, 


D. 


X 


a 











— « 


a 


a 


f 





P 











-fi 


a 


z 








7 


— y 


y 





y 


t 


-8 


-8 


-8 


S 


S 


8 






Wux. Opo., dl YIII. 



10 
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Hieruit blijkt onmiddellijk — wat ook meetkundig daidelijk 
is — , dat de hoekpunten yan A,BiCiD, in de zijvlakken van 
ABCD liggen. Verder volgt uit het verdwijnen der determi- 
nanten 



1 

a O 7 S 

a-0 S 

a /3 7 O 



10 
O 0«y8 
a— O 8 
a ^ y O 



10 

0-y S 

-aO 7 S 

a/3 7 O 



1 

O 3-78 

--« O 781' 
a — O 8 I 



dat omgekeerd de hoekpunten van ABCD in de zijvlakken 
van A,B,CiD| liggen. Dus zijn ABCD en A,B,C,D, twee vier- 
vlakken van Möbius. 

Blijft te bewijzen, dat in elk der zijvlakken van het eene 
viervlak het hoekpunt van het andere , met betrekking tot den 
in dit zijvlak gelegen driehoek, tot harmonische poollijn heeft 
de snglijn van dit zijvlak met het overeenkomstige zijvlak van 
het andere; want alleen in dit geval (zie de oplossing Tan 
vraagstuk 67) zijn er negen viertallen van lijnen met hyperbo- 
loïdische ligging. Yoor D, en de snijlijn dy van ABC met 
A]BiC, is deze betrekking gegeven, voor de punten A, , 
Bi, C, en de overeenkomstige snijlijnen wordt ze gemakkelijk 
aangetoond. We hebben het schema der coördinaten van 
A,B,C,Di 





A. 


B, 


c, 


D. 


X 





— a 


a 


a 

lï 


y 


P 





-/3 


z 


— y 


y 





y 



t 


s 


s 


s 





B, 


c, 


D, 


A, 


y 





-^ 


(i 


^ 


slechts in 

z 

Aan vnrm 


y' 





-y' 




t 


-8 


s 





s 


X 


a 


a 


a 






te schrijven (waarbij 7' voor — 7 is ingevoerd), om in te 
zien, dat Aj en de snijlijn a^ van BCD en BjCiD, met be- 
trekking tot BCD even zoo gelegen zijn als D, en de snijlgn 
dy van ABC en AiBjCj met betrekking tot ABC, enz. 

Bij vervanging van de lijnen BRjAj, CPiB, , AQ,C, door 
CQjAj, ARiBa, BPjCa komt voor het schema 
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A. 


B, 


c, 


D. 


X 





— a 


a 


a 


y 


^ 





-0 


p 


z 


-y 


7 





y 


i 


l 


S 


8 








K 


B, 


c. 


D, 


a; 





a 


-- a 


a 


in de plaats y 


-fi 








^ 


z 


y 


— y 





7 


t 


s 


8 


s 






en het bewgs blijft geheel hetzelfde. 

Oplossing van Dr. P. Zeeman Gz. 

1. Daar de te bewijzen eigenschap projectief is , kan men 
volstaan met haar te bewijzen voor de figuur, die uit de gege- 
yene door eene projectieve transformatie ontstaat. Kiest men 
deze zoodanig , dat d^ overgaat in de lijn in bet oneindige van 
het vlak ABC, dan zal D| overgaan in het zwaartepunt yan 
driehoek ABC. Het ylak PiQiRi zal dan, evenals het ylak 
(Drf,), eyenwijdig zgn aan ABC. Omdat PiQ, , Q,Ri en RjP^ 
achtereen yolgens evenwgdig zgn aan AB, BC en CA, zullen 
ook de rechten DA, , DB, en DC, achtereenvolgens eveiiwgdig 
zijn met BC, CA en AB en, wat hunne lengte betreft, even- 
redig aan die zgden. Doch daaruit leidt men onmiddellijk af, 
dat de zijden A,B, , B,C, en C,A, van driehoek A,BiC, eveu- 
^IJ^ÏS ^9^ ^^^ ^^ medianen CD,, AD, en BD, van driehoek 
ABC, terwijl eindelijk DA,, DB, en DC, de medianen van 
driehoek A,B,C, zullen zijn. 

Uit die figuur blijkt nu, dat ABCD en A,B,C,D, twee vier- 
vlakken van MöbiüS zijn. (A, ligt in BCD, omdat A,D en BC 
evenwijdig zgn, enz.). De drie viertallen van rechten in M^. 67 
onder type lil aangewezen , hebben dus zeker h jperboloïdische 
ligging* Doch ook het viertal 

AA,, BB,, CD,, DC, 

is hyperboloïdisch. Het wordt door AB gesneden in 

A , B, midden yan AB, punt in het oneindige op AB , 
en door A,B, in 

A, , B, , punt in het oneindige yan A,B, , midden yan A,B,. 

Daar nu de dubbelyerhoudingen dezer beide yiertallen yan 

10* 
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punten gelijk zijn (beide zgn harmonische viertallen) ia 4et ge- 
noemde qaadrupel hyperboloïdisch. 
Verder verkeert het viertal 

AA, , BD, , CC, , DB, 

in heizelfde geval. Deze vier rechten toch worden zoowel door 
AC als door A,C, in vier harmonische punten gesneden. Daaruit 
volgt dan (zie vraagstuk 67) , dat de beide viervlakken op negen 
verschillende wijzen hyperboloïdisoh liggen. 

Op geheel dezelfde wijze kan men aantoonen, dat dit ook 
met de beide viervlakken AsB^C^D, en ABGD het geval id. 

2. Neemt men ?oor ABGD een regelmatig viervlak, D^ in 
het zwaartepunt van driehoek ABC, verder de punten A,BiCi 
zoodanig in het vlak door D evenwijdig aan ABC , dat zij een 
driehoek vormeo die D tot middelpunt heeft en congruent is met 
ABC, doch waarvan de zgden hoeken van 120^ met die van 
ABC vormen , dan verkrijgt men een eigenaardig bijzonder geval 
van het voorgaande. 



Vraagstuk LXXII. 

K 8 a. Op de zijden van een vierhoek A,A2A3A4 heeft men 
bnitenwaarts de vierkanten A,B,C,A2, AaB^CjAj, A3B5C3A4, 
A^B^C^A, beschreven. Te bewijzen dat het oppervlak van den 
vierhoek €,620384 gelijk is aan het vierkant op de diagonaal 
A2A4 beschreven plus het dubbel van den vierhoek A,A2A3A4. 

(Dr. H. van Aubel.) 

Opgelost door T. J. Allkrsma, Dr. H. van Aubel, P. 
Bakker, J. A. Barrau, Mej. C. H. de Haas, E. D. J. de Jongh Jr., 
Mevr. A. G. Kerkhoven — Wijthoff, J. A. Kerkhoven en 
Dr. A. J. A. Prange. 

Oplossing van J. A. Eerehoven. 

Construeer op A2A4 de vierkanten A2A4EF en A2A4GH 
(fig. 8) en trek de lijnen EC3, FBa, GB4 en HO,. Dan is 

A2FB2 ^ A2A4A3 ^ EA4C3 ; 

A2HC, ^ A2A4A, ^ GA4B4. 

Derhalve verdeelen B2C3 en C1B4 de zeshoek^i A2A4C9EFB2 
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en AaA4B40HC, in twee gelijk en gelijkvormige yierfaoeken, 
zoodat 

A2A4C3B2 = i (A2A4EF + 2AaA4A3), 

A2A4B4C, = i (A2A4GH + 2A2A4A,). 

Verder is 

en 

Uit dese vier vergelgkingon volgt door optelling 
8303340, = A2A4EP + 2A,AaA3A4. 



Vraagstuk LXXIII. 

KIe. Is A,BiC, de eerste driehoek van Brocard, en zijn 
D en E de punten, die de zijde BC van driehoek ABC in drie 
gelijke deelen verdeelen , zoodat BD = DE = EC is , dan vraagt 
men te bewijzen, dat, als A' een willekeurig punt van A,D (of 
A,E) is en de driehoeken CB'A, AC'B rechtstreeks gelijkvormig 
met BA'C zijn, de door A, B, C evenwijdig aan CA', A'B', B'C' 
(of aan A'B', B'C', C'A') getrokken lijnen door één punt gaan. 

(Dr. H. van Aubel.) 

Opgelost dcor Dr. H. van Aubel en Dr. A. J. A. Prange. 

Oplossing van Dr. A. J. A. PBANaE. 

Zijn a, ^, 7, A, /u achtereenvolgens de eotangenten van 
de hoeken A, B, O, A'OB, A'BO, dan vinden wij voor de 
punten A^ B^ O' het volgend stelsel barycentrische coördinaten 

0':X+^, (m + «), -(a+0). ) 
De vergelijkingen der lijnen A'B', B'0', 0'A' zijn dan 

i^H(X+^)(7+a)+l !-hyl/i^+(A+/4)(^+7)+l M(A/u+(A+M)r-il=o,) 
M{\+fi)(t-l \ 4.y|XH(A+;*)(a+^)^-l } -h^{M^4-(A-h/u)(7+a)+l }=0, } . . 2). 
iMH(A+^Xa+^)-hl|-yfAiu+(A+M)i3-lK;?lAH(A+;i)(/3+7)+l}=0. 
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De hjoen door A, B, C evenwijdig aan CA', A'B', B'C 
getrokken, hebben tot vergelijkingen 

y (m + a + 2/3) - 2? (A -/« + 7 - a) = O» ) 

i^0i + /3 + 27) — a:(X-MH"a-P) = 0, 3), 

iP0« + T + 2a) — y(X-M + /3-7) = 0. ) 

Deze drie lijnen zullen door één punt gaan, als 
2Ai--A + a + ^ + 7 = is. 

De lijn A,D, waarvan A, tot coördinaten heeft /S-fy» ^ + ^) 
7 + ttenD0,2, 1, wordt vooi^esteld door de vergelijking 

x(a — p + 2y)+(y — 2z)(fi + y) = 4). 

Het punt A' zal hierop zijn gelegen, indien voldaan is aan 
de voorwaarde 

2M-A+a + + 7 = O 5). 

Maar deze voorwaarde is ook vervuld, wanneer de IgDen 
van stelsel 3) door één punt gaan. 



Vraagstuk LXXIV. 

K 1 C. Zijn D, E, F punten, die de zijden van driehoek 
ABC in dezelfde reden verdeden en Na, Nj, N^ de middelpunten 
der cirkels van Neuberg, dan gaan de loodlijnen uit D, E, F 
op AN«, BN*, CN,, of op BN», CN„ AN«, of op CN,, AN., 
BNé getrokken, door een zelfde punt. (Dr. H. van Aubel.) 

O p g e 1 p s t door Dr. H. van Aubel ^n Dr. A. J. A. Prange. 

Oplossing van Dr. H. van Aubel. 

Stelt men 

BD _ CE _ A F _ 
BC "CA'AB"^' 

dan zijn de barycentrische coördinaten der punten D, E, F 

(O, 1 -ft, n) , (ff, O, l-«fi) , (1 — n, n, 0). 

Verder weet men, dat AN«, BN*, CN^ loodrecht zijn op de 
rechten , die de hoekpunten van ABC met het punt van Stbin^b 
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E f , — , -— 1 verbindeD. De loodlünen uit D, E, F 

op AN«, BNt, CJfe neergelaten, zijn dus evenwijdig aan AR, 
BR, CR en worden bijgevolg voorgesteld door de vergelgkingen 

(c2-a2) j3 - (a2- J2)^_ [^_a2 + «(6a- c^)] (a + ^ + >) = O, 

(a2 ^P)y^ {V -'C^)a- [o" -b^ + nic^- o")] (a + /3 + 7) = O, 

(j2-_c2)a-(c2-a2)j3-[62-c^+w(a2- i2)](a + /3 + 7) = 0; 

of eenvoudiger door 

((?-a»)a-.(a»-6^)^ — n(c2 — a»)(a + |3 + 7) = Ü,. . . 2) 
(a»- J2)/3-(i^ — c^)7~w(a^- J^)(a + /3 + 7) = 0, . . . 3) 

waarvan de som identiek nul is. Dus gaan die loodlijnen door 
één punt. 

Door eliminatie van n tusschen twee der vergelijkingen 1), 
2), 3) Tindt men voor de meetkundige plaats van dit punt 

« . . : 



J2— c*^(ï2_^2 ' ^2_l,2 



= 0, 



d.i. , als R| isotoom verwant is met R, de trilineaire poollijn 
van R,. 

Opmerkinq. Men kan evenzoo bewijzen, dat de loodlijnen 
uit D, E, P op BN6, CN,, ANa of op CN,, ANa, BN^ neer- 
gelaten door één punt gaan , waarvan de meetkundige plaats de 
trilineaire poollijn van het punt (a^ — b\ ^^ — c^^ c^ ^ a*) of 
van het punt (c^ — a^, a^ — 6^ h^ — c^) is. 



Vraagstuk LXXV. 

M^5g. Welke betrekking moet er tusschen de coëfficiënten 
van de vergelijking eener vlakke kubische kromme bestaan, opdat 
de poolkegelsnede van elk punt een gelijkzijdige hyperbool of een 
parabool zij? (J. Cardinaal.) 

Opgelost door J. Cardinaal, Dr. A. J. A. PrancÉ, Dr. P. 
H. ScHOVTE en Dr. C. Stoi,p. 
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OploBsing van Dr. P. H. Schoute. 

Wordt, in bekende symbolische schrjjfwgte, de bedoelde 
kromme yoorgesteld door 

dan heeft de poolkegelsnede van het punt {x\ y') tot vergelgking 
(öfjo?' 4 a^' + a^ (fl,a? + ajy + flr,)W = 0. 

I. Deze kegelsnede is een gelijkzijdige hj^erbool, als vol- 
daan wordt aan 

en deze voorwaarde is onafhankelijk van x' en y' yervuld, 
wanneer men heeft 

of, in niet-Bjmbolische schrijfwijze, 

De kromme kan dan yoorgesteld worden door de yergelijking 
o<yr(a?- 3y>) + a,y(3a:2- y«) + 36o(ic*-y»)+ 66,ary+8(c^/r+Cay)i-d=0. 

II. De poolkegelsnede is een parabool, wanneer men heeft 

ai'ia.x' + a^' + a^) h^\b^x' + h^' -h 63) = 

= (h^iflx^' + «ay' + ^3) h^hih^' + *2y' + ^3)- 

Hier zijn de symbolen b herhalingen yan de eoöflScienten a. 
Deze betrekking wordt onafhankelijk yan x' en y' onder de 
voorwaarden 

^1110^122 = 0^^112) ^112^222 = ^^22» ^1I3<^ = ^*123 » ^WX^hxi = ^nflim 
0^113^422 + öf223Ölll = 2a„2ffi33 , ^1,30233 + (hx^fhsn = 2ai22Öl23« 

Deze zes voorwaarden kunnen yervangen worden door 

^111 ^112 _ ^122 __ <^i3 _ <*123 

^112 ^122 ^22 ^123 ^228 

De kubische kromme kan dan voorgesteld worden door 
{x -h hyf -f i? (a; + iy)^ + ja? + ry + « =r 0. 
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Door wenteluf der ooördiDaataseen kan men dus komen tot 
de eoDYoadige yergelijking 

yzsaa^ + bs^ + ex + d. 

Blijkbaar heeft deze kromme drie samenvallende punten met 
de oneiodig ver gelegen reehte gemeen. 

Opmekkikq. In het eerste geval worden de asymptotische 
richtuigen kepaald door a^m^ + 3a^' *- ^^m *-* do =» 0. De 
richtingscoëflBcienten zijn dus verbonden door de beh^ekkingen 

ifi|fnji -f- iü|#i3 + ifi^füi ^ •*' 8 , 
waaruit door eliminatie van iti, gevonden wordt 

Du0 ia 
en 

1 + ifiimji 
De asymptoten maken derhalve hoeken van 60^ met elkaar. 



Vnmgatuk LXXVI. 

H^ 5 d. Waar ligt het middelpunt van den stralenbuudel, die 
met den kegelsnedenbundel 

de hibische kromme 

voorthïengt (J. Cajo^aal.) 

Opgelost d&or J. Cardinaal, Dr. P. H. Schoute en 
Dr, C. Stolp. . 



O p 1 o 8 • i n g. 
: der gegeven 1 

(«»+2ay + 2ïr)(« + y+l) + y»(4rp + 4y + 8)=.0, 



Daar de vergelijking der gegeven kromme kan geschreven 
werden' in den vorm 
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kan ze yerkregen worden door eliminatie van X uit de yer- 
gelijkingen 

4a? + 4y f 3 - X (a? + y + 1) = 0. 

De eerste stelt een bundel kegelsneden voor, waaryan de 
vier basispunten in den oorsprong Tereenigd zgn; de tweede 
wijst een stralenbundel aan, waarvan het middelpunt oneindig 
ver op de Ign o; -I- y = O ligt. 



Vraagstuk LXXVII. 

L' 2 f. Van een bundel kwadratische kegelvlakken zijn de vier 
door een punt T gaande gemeenschappelijke beschrijvende rechten 
gegeven. Men vraagt den tot dezen bundel behoorenden gelijk- 
zijdigen kegel , te construeeren. (Zie voor de omschrijving van een 
gelijkzijdigen kegel: ScHRöTERy Theorie der Oberflachen zweiter 
Ordnung, bl. 76). Q. Cardinaal.) 

Oplossing van J. Cardinaal. 

Yolgens bepaling bezit een gelijkzijdige kegel drie loodrecht 
op elkander staande kegelstralen. We zullen verder als bewezen 
aannemen , daartoe verwijzeude naar het aangehaalde werk , dat 
wanneer dit bij een drietal stralen het geval is, er oneindig 
vele dergelgke drietallen aanwezig zijn. 

Zij nu a een der gegeven gemeenschappelijke beschrijvende 
rechten van den bundel. We brengen door den top T een 
vlak 4» ± a. De gevraagde kegel moet het vlak ^ volgens 
twee loodrecht op elkaar staande rechten / en V snijden. Elke 
kegel die tot den bundel behoort , snijdt ^ volgens twee stralen; 
deze stralenparen vormen met elkander eene in volutie ; wenscht 
men dus de stralen l en V te construeeren, dan behoeft men 
slechts de assen dezer involutie op te sporen. 



Vraagstuk LXXVIII. 

K 17 e. In een bolvierhoek ABCD zijn de overstaande hoeken 
A en C recht. Men bepaalt de projecties E en F der hoekpunten 
B en D op de diagonaal AC, en trekt door het snijpunt O der 
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diagonalen een boog van een grooten cirkel loodrecht op BD, die 
twee overstaande zijden in P en Q snijdt. Te bewijzen AË = CF 
en OP = OQ. (J. van de Griend Jr.) 

Opgelost door T. J. Allersma, J. van de Griend Jr., £• 
D. J. de Jongh Jr. , Dr. C. Stolp en Dr. J. de Vries. 

Oplossing van E. D. J. de Jongh Jr. 

We stellen AB, BC, CD, DA, AC, BD achtereenvolgens 
door a, fc, c, d, «, / voor. 
In A ABC hebben we 

cos ft = cos a cos ^ + sin ^ sin ^ oos BAC. 

Maar in den rechthoekigen boldriehoek BEA is 

cos BAC = cot atg AE. 

Sobstitueeren we deze waarde van cos BAC in bovenstaande 
formule, dan vinden we 

cos i = cos a (cos e + sin e tg AE). 

Hieruit volgt 

»6 \ . 

— cos el :sine. 



, • „ /cos h 

tgAE= 

\co8a 

Op dezelfde wijze vinden we 

tgCV = cos e): 

\C08 C ] 

Nu is cos/=:cosacosc{ = cos6cosc, dus 



sin e. 

cos h cos d 



cos a cos c 
Derhalve is tg AE = tg CF en AE = CF. 
Trekken we de bogen PG en QH beide loodrecht op AC, 
dan hebben we op grond van het bovenstaande OF = CH en 
dus ook OH = CF = AE = OG. 

In den rechthoekigen A POG is tg OP = tg OG : cos POG 
en in den rechthoekigen A QOH tg OQ -^ tg OH : cos QOH. 
Dub is op = OQ. 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 

Een bolvierhoek ABCD wordt gevormd door twee boldrie- 
hoeken, die op dezelfde basis AC staan, terwijl de foppen óf 
aan weerskanten óf aan denzelfden kant van AC liggen. Deze 
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driehoeken anllen wg beschouwe'n sla bepaald door de basii 
AC = 6 en de hoeken aan de bams , die wij In driehoek ABC 
door a en Y, in driehoek ADC door a' en 7' zullen aanduiden. 
De projectiee van AB en CD op de basis noemen w{j i» en 9 ; 
de eerste beaohoawen w^ ali positief in de riohtiog AC, de 
tweede in de richting CA. 

I. In de rechthoekige driehoeken A6E en CBE zijn de 
prodaoten sin p tg a en sin (6 — p) tg 7 beide gelgk aan tg BE. 
Evenzoo is tg DF in de rechthoekige driehoeken ADF en CDF 
gelijk aan elk der producten sin (6 - j) tg et! en sin ; tg 7'. 
Hieruit volgt de juistheid der vergelijking 

sin|)sin(6 — g)tgatga'=:sin(6— i))sin9tg7 tg7'. . 1) 

Zal nu p = j zijn , dan moet men noodzakelijk hebben 

tgatga' = tg7tg7\ 2) 

In ons vraagstuk is A = C'=90° ondersteld. Liggen B en 
D aan weerskanten van AC , dan is A = a + a', 8 = 7 + 7'. 
Zijn B en D aan denzelfden kant van AC gelegen, dan is 
A = a — a', B = 7' — 7. In het eerste geval hebben de leden 
van 2) de waarde + 1 , in het tweede geval de waarde — 1 , 
zoodat aan de voorwaarde 2) voldaan is. 

Evenwel is deze voorwaarde niet voldoende. Deelt men toch 
2) op 1) dan krijgt men 

sin j? sin (6 — j) = sin (6 — p) sin j , 

waarvan de volledige oplossing isj}--9 = óf=±: 180*. De 
laatste gevallen kunnen alleen plaats hebben, als J9 en ; in 
teeken verschillen; hun volstrekte waarden zijn dan elkaars 
supplementen. Uit het voorgaande bljjkt dus, dat onder de 
voorvaarde 2), terwgl AE en CF tegengesteld gericht zijn, 

AE = CF , AP « CE 

is, terwijl men bg gelijke richting van AE en CF heeft 
AE + CF = AF + CE = 180^ 
Zoo geldt b. V. de laatste betrekking , als A » 90^ en C = 270^ is. 

II. Door het snijpunt O der diagonalen AC en BD brengen 
wij een groeten cirkel. Wij nemen aan , dat deze de zijde BC 
in P, de ssijde AD in Q snijdt en dat G en H de projecties 
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van P en Q op AC zijn. Den hoek AOB der diagonalen stellen 
wg door ^, den hoek POC door \p voor. Ofer \p beschikken 
W9 zóó, dat voldaan ifl aan 

tgi/'tg^ = tgatga' 8) 

Elk der vierhoeken ABOQ en OPCD heeft nu dezelfde 
eigenschap als vierhoek ABCD, zoodat 

AE == OH en OG =± FC. 

Yolgens I waren echter AE en FC even lang; dus is ook 
OO = OH en zsn de rechthort:ige drieboekea OOP m OHQ 
gelijk en gelijkvormig. Daaruit volgt onmiddellijk 

OP = OQ. 

Let men nu op het bijzonder geval van ons vraagstuk, 
waarbij tgi/^tg^ een der waarden ±1 heeft, zoo blijkt, dat 
dan de groote cirkel loodrecht op de diagonaal BD getrokken 
moet worden. 

Dezelfde groote cirkel sngdt het verlengde van BC in een 
punt P' en het verlengde van AD in een pttnt Q^ Daar nu 
P' en Q' de tegenpunten van P en Q zijn en gelijke bogen 
gelijke supplementen hebben, is ook 

OP' * Oiy. 

Opmerking. Daar een groote cirkel door het sngpunt der 
diagonalen van een bolvierhoek hoogstens één paar overstaande 
zijden snijdt en wjj aangenomen hebben , dat dit het geval was 
met de zijden BC en AD, zal deze de verlengden van de zijden 
BA en CD elk in twee punten snijden, b«v. het veilengde van 
BA in R en R' en dat van CD in S en S\ Die vier punten 
laten zich twee aan twee zóó samenvoegen, dat men heeft 
OR = OS, OR' = OS'. Het bewijs wordt hier wegelaten. 
omdat het grootendeels met het voorgaande overeenkomt. Het- 
zelfde geldt voor vierhoeken, waarvan twee overstaande zijden 
elkaar sngden. 

Vraagstuk LXXIX. 

E 6. Bewijs datj^^^_^-^^^^ ^(,, _ ^(p,.,,) = ° - 

(Dr. W. Kaptbvn.) 
Opgelost door Dr. W. Kapteyn , Mevr. A. G. Kbrkhovin— 
Wythoff, Dr. C. Stolp en Dr, A. van Thijn. 
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Oplossing van Dn. C. Stolp en Dr. A. tak Thijk. 

De vorm onder het integraalteeken laat zich herleiden tot 
z fi dz 

a z az 

(RFI)>(S-')(f-') 

z B B u 

Stelt men nu — = — , dan is — = — en ae = aB. 

au z a 

dz du 

Dus is udz + zdu = O of — = , zoodat de integraal ge- 

z u o o 

Igk is aan 

K /3 « du 

u cc uu 

"P u^ — aft du 




■f 



a 

Hieruit blgkt dat de integraal gelijk is aan nul. 

Oplossing van Mb?r. A. G. Kerkhoven— Wythöpp. 
De gegeven integraal is de som van 



= — L 



-.__ rP z — a dz 



en 



J z+pviz^- 



dz 



a^)ifi^-z^) 
Verwisseling van a en jS geeft 






dz 



l^(«'-/3') («'-«') 



Men heeft dus I = — I', d. w. z. I + 1' = 0. 

Opmerking van Dr. C. Stolp, Voor a =* O vindt men 
I - 1 : /3. 



OPGAVEN. No. 79 EN 80. 159 

Vraagstuk LXXX. 

H 11 e. Wordt gevraagd langs symbolischen weg uit de vergelijking 
I /•• — «• I _yf 

C{y n J cy n 

-•00 

de functie / te bepalen. (Dr. W. Kapteyn.) 

Oplossing van Dr. W. Kapteyn. 
Stelt men in 

C| d 
/ = — — en past beide bewerkingen toe op /(y) , zoo vindt men 

— 00 

Nu is _ 

dus 

— oo 
X 

of, als t? = — gesteld wordt, 

— -— / e c^* fiy - x)dx = e^ dy^ f(y). 
c,Vn J 

Uit de gegeven vergelijking volgt dus 

1 5L"il _J^ 

c V ir 
Stelt men nu in 



ƒ■ 



■ «• + ««* du = V^ir(r-'' 



c d — ^ 

i=r-i ~- en past beide bewerkingen toe op e ^, zoo komt 
2 »y 
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— OD 

Het eerste lid dezer yergelgking kan du ak yolgt herleid 
worden 

— 00 



Ntt iB 



ƒ■ 



r"'^ 008 qudu = jt 17=- * ^ > 



duB 

2e 



j c* ƒ e -^ cofl— ï-^ dii =a ■-■ - e ^^' 

J ^ Kc^-c.» 

o 

en derhalve 

Een andere afleiding dezer formule kan men Tinden Id het 
proefschrift van den Heer J. H. Pbbk, Toepassing der Waar- 
schijnlijkheidsrekening op Lerensversfiekering en Sterftestatistiek, 
1898, p, 17. 



Viwgstuk LrXXXL 

L^ 16 a. Gegeven zijn de rechte r en het punt F. Eed lechte 
/ snijdt r in P onder een hoek ^ , terwijl / met PF een hoek f 
maakt. Bepaal de omhullende van /, als sin 7: sin ^ standvastig is. 

(Dr. W. KAPTEyN.) 

Opgelost door Dr. W. Kaptevn, J. F. van Oss, Dr* A. ƒ. 
A. Prange, Dr. C. Stolp en Dr. A. van Thijn. 
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Oplossing van Dr. A. yan Thijn. 

Uit het snijpunt Q van twee standen /i en /a der bewege- 
lijke rechte trekken we de loodlijn n op r en de loodlijnen 
Pi en P2 op PP, en PPj, 
Nu is 

sin 01 : sin i/^i = sin 0^ : sin t/zj == A; , 
of 

p^ :n =^P2'n = k. 

Derhalve ligt Q op de rechte, welke den nevenhoek van 
PjFPa middendoor deelt. 

Laat men I2 tot 2, naderen, dan nadert FQ tot de loodlijn 
in P op PP, opgericht. 

Aan de grens heeft men dus 

PQ = in. 

Derhalve is de omhullende van l een kegelsnede, waarvan 
F een brandpunt en r de bijbehoorende richtlijn is. 



Vraagstuk LXXXII. 

D 1 b. Te bewijzen 

/ sin»— 1//^ = 
o 

(tg*^^ m tg«+»i3 , m{m + i) tg«+*^^ 

= 2» I — — 1 . . 

{ m iw-f-2 1.2 »« + 4 

(Dr. W. Kapteyn). 

Opgelost door Dr. W. Kapteyn , Mevr. A. G. Kerkhoven — 
Wythoff, J. f. van Oss en Dr. C. Stolp. 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 

Stelt men 

p = 2 bg tg a?, 
dan wordt 

sin jp = 2aj (1 + a?»)-i en cJp = 2 (1 -h x^)-^ dx , 
dus 

WiMl. ÖPG., Dl. VIII. 11 
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Wordt hier de biDomiaalformuIe toegepast, dan levert inte- 
gratie tuBschen de grenzen x ^0 en o? --= tg ^ 6 de gevraagde 
uitkomst. 



Vraagstuk LXXXIII. 

M^ 1 C. De vergelijking in rechthoekige coördinaten te vinden 
van de kromme van Hesse, die bij de stelkundige kromme 
y(^, jf) = o behoort. (Dr. W. Kaptetn.) 

Oplossing van Dr. W. Kaptetn. 

Is de vergelijking in homogeene coördinaten ip{x,yjZ)-0 
dan wordt met de gewone notaties de kromme van Hesse 
voorgesteld door 

♦ii ♦ia ♦ia 

H = #21 #22 #33 = 0. 
#31 #32 #33 

Wij verdrijven hieruit ^u, ^^ en #33 met behulp van de 
bekende stelling van Euler 

Hl + y#2 + ^3 = *«♦• 
Wij vinden 

(n-l)0^ -^ xj^,, — yfp^^ _(n - l)»3~a;»,a — yfe 

9l3 — ~ 1 923 ) 

z z 

»(w — 1)0— 2(n — l)(a;#i fyf,) + irV„+2xy#,j + y»^j2 

Stellen wij deze waarden in den determinant, dan kunnen 

X u 

we hem vereenvoudigen door de l'' kolom met — , de 2* met - 

z z 

te vermenigvuldigen en deze bij de laatste kolom op te tellen; 
dan komt 

9ii) 912 > ;;; 

z 

9i2» 922 > ^ 

(n-l)»^-a:0„-y»^2 (n-l)»2-^»i2-y»22 w(n-l)9-<n-lXa^f \^ 
^ z sf 
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n— 1 
Brengen wij nu den factor — — buiten en tellen daarna bij 

de laatste rij op a?-maal de 1' rij en y-maal de 2" rij , dan komt 

♦ia #22 02 

(w— 1)0, (w— l)0a «0 



H=!^ 



of 

H = —^ [n0(#„02a - *i%^) - (w -l)(*i^*22- 20iMi2+ 02'*n)]- 

Stellen wij hierin eindelijk 2; = 1 , dan vinden wij voor de 
kromme van Hbssb de vergelijking 

It^ (011022 — ♦la)^ — ('^ — 1) (01^22 20,02012 + 02^0n) = O» 

waarin nu alleen differentiaalquotienten naar o; en y van de 
oorspronkelijk gegeven functie 0(0;, y) voorkomen. 

Men ziet uit dezen vorm terstond dat de kromme van Hesse 
door alle veelvoudige punten en alle buigpunten van de 
kromme = gaat. 



Vraagstuk LXXXIV. 

H 11 C. Door Poisson (Mécanique I, p. 373) wordt in 

B{z)dz 



ƒ 



Va — z 

O 

de functie B (z) zoo bepaald , dat de integraal onafhankelijk is 
van «. Men vraagt dit op een andere wijze te verrichten. 

(Dr. W. Kapteyn.) 

Oplossing van Dr. W. Ka^pteyn. 
Stel z = QfAj dan wordt 

o 
Dim moet 

K7e(a/x) = 0()u) 

zijn, waarin 0(/u) eene willekeurige functie van fi voorstelt. 

11* 
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Stelt men nu /u = 1 , dan blgkt dat 

^^"^ = 1^ = 1^' 

waarin C een willekeurige constante is; bijgevolg heeft men 

y z 



Vraagstuk LXXXV. 

K 6 b. Met behulp van vectormeetkunde de bewegingsverge- 
lijkingen in tripolaire coördinaten voor een stoffelijk punt af te leiden , 
als de krachten een potentiaal hebben , en de levende kracht uit te 
drukken in de tripolaire coördinaten en hunne iluxies. 

(Mevr. A. G. Kerkhoven — Wvthoff.) 

Oplossing van Mevr. A. Q. Kerkhoven — Wythofp. 

Onder tripolaire coördinaten van een punt P worden verstaan 
zijne afstanden u, v en w tot drie vaste punten A, B en C. 

Zij (3 de vector van het punt P ten opzichte van een wille- 
keurigen oorsprong en laten a, ]3 en y de vectoren voorstellen 
van de punten A, B en C, dan is 

u = T(p--a), 

Door differentiatie volgt uit de eerste vergelijking 

u = ^^ = — S . pü(p - a) = — — S . (p — o) p 

en 

.. w .1.1 

" =^ ~2 ^ • (^ - a)^ — -j S . p^ — - S . (p — o) p = 
u uu 

Ü2 2T 1 , , 
= + S.(/D-a)p 1). 

u tnu u ' 

Hierin is m de massa van het bewegende punt en T = — \ ntp^ 
zijn levende kracht. 
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De oyereeDkomBÜge waarden yoor v, w^v en tr worden uit 
het bovenstaande door letterverwisseling verkregen. 

Als U de potentieële energie van P voorstelt, dan is voor 
dat punt de bewegingsvergelijkiDg in vectorvorm 

«p = -^^^-ir(p-a)_^%(p-0)-^^^lJ(p-^)..2). 

Uit deze vectorvergelijking kunnen de drie bewegingsverge- 
lijkingen in tripolaire 'coördinaten afgeleid worden. 
Men heeft 

«S.(p-o)p = --^^S.(p-a)»-i^8.(p-«)(p-/3)- 
u Ou V GV 

1 öu „ , , , , du 1 , , , , èu 

te OIO / vr // du 2e dv 

1 èü 

Substitutie hiervan in 1) geeft één van de bewegingsverge- 
lijkingen in tripolaire coördinaten 

ti^ 2T ÖU 1 , , èU 

mu^ — m — -{ -. —~{u'^ + v^ — c^) . 

u u du 2uv 00 

}..3). 

De andere twee bewegingsvergelijkingen worden hieruit door 
letterverwisseling gevonden. Zij zijn 



^2 2T ÖU 1 , , , au 

mt? = — m — 4- -X ^;—{v^+u^-a^)s. 

V V dv 2vw OW 

- :^ («' + f» - o ^ 
2uv OU 



..4) 



en 



«" 2T dU 1 . , . , ,, èU 

mw = — m - + 3^ („a + ,<,2 _ ja) 

tD to OU? 2uu> du 



■6). 
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Hierin kuDnen wij T vervangen door C — U. 
Om T te vinden aU functie van de tripolaire coördinaten 
en hunne fluxies, gaan wij uit van 

pS.(p-«)(p-/3)(p-'y) = 8.(p-.«)pT.0»-/3)(p-7) + 

+ S.(p-/3)pV.(p-7)0,-«) + 8.(p-7)pT.(p-a)(p-^). 

Beide leden van deze vergelijking in het vierkant brengende , 
vinden wij 

p«{S.(p-a)(p-/3Xp-r)l'=-|8-(p-«)pHTV.(p-0)(p-7)l*- 

-lS.(p-0)pPJTV.(p-7)(p-a)J«-l8.(p^)p'i»{TV.(p-«)(pH3)P+ 

+ 2S.0.-/3)).S.(p-r)p8.{V.(p~a)(p-/3)j|T.(p-/3)(p-.)|+ 

+ 2S.(p-7)pS.(p-«)p8.{V.(p-a)(p-/3)jfV.(p-0)(p-7)I + 

+2S.(p-«)pS.(p-^)p8{V.(p-^)(p-7)}{V.(p-y)(p-«)|..6). 
Nn is 

8. (p — a)p = —«*(, 

i T? . (p — /3) (p — y) = oppervlak A PBO , 

8 . { V . (p-7)(p-«)nV.(p-«)(p-/3)}=-S.(p-y)(p-i.)8.fp-a)(p-0)+ 

+(p-«)»8 . (p-y)(p-/3) ■ («.H«»-6")(ttH»»-c»)+i«V+«'»-o»), 

.« 2T 

P = — — » 

IFI 

-- S . (p — a) (p — /3) (p - 7) = ± Inhoud viervlak PABO = dt Y. 

Dit en de vormen , die hieruit door letterverwisseling worden 
verkregen, in (6) substitueerende , vinden wij 

2T 
m 

- i»»(2MV» + 26VT26»»r»- u* — w* — b*)v*- 

- i to» (2u^D^ +■ 2c*u» -H 2c»p» — M* — p« — c*) tp» + 
+ 2»to Ji «* (p» + tf* - o») — i (tt» + p» — c*) («» + «•»-*»){»«' + 
+ 2mm) Jii»(ff»+ «»—*»)_ j(pa + i<;2_ o«)(r' + «» — c»){üw + 
+ 2«p Jifc» («=' + t)2 — (w») — i (m)2 + «2 — *»)(»» -f p«— a»)J lip'. 
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Hierin is 

- 1 44 V» = a» (u»-p*)(tt2_M,a)+ b\v*-w'i)(v'-u^)-^ c\w^u^)(w'-v')+ 

Vraagstuk LXXXVI. 
D 2 b /3. Men vraagt te bewijzen 

■^^ cos 2« «« ■^^ cos 2« Tra 



= — cotïra^ 



^ sin 2« Tra ^— ^ sm 2fr tra 



waarin o < « < i is. (Dr. J. C. Kluyver.) 

Oplossing i;an Dr. J. C. Eluy ver. 
Uitgaande van de algemeene Munctie 

^^li^. i^\ '') = S exp wtT (« + jrj» + 27ri (v + g^)(n + g^ 

— OD 

beschouwen wij de integraal 

o 
waarin wij v en ^2 beide tusschen O en 1 gelegen denken. 
Term voor term integreerende, vinden wij 

Een andere uitdrukking voor de integraal wordt op de 
volgende wijze gevonden. Door splitsing heeft men 

♦ (f,i^a)=|'(y)"d(7)&o.,.(r;r)+|"(l)"d(y)&o.,.(t';r). 

o 1 

In de eerste integraal substitueert men r = en maakt 

«■i 
gebruik van de transformatieformule 
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irdt 
*(f, ir2) = «»""(*.- Y"(y)~*'^ (7) *o..(l - 9^; r) + 



dan wordt 



1 

Evenzoo heeft men 



1 

+/"(f)~rf(f)a«..(i-i^a;0, 

1 
en daar 

&o.w.(l-r; r) = ^-«'^^.ao,,.(r; r), 
kan men schrgven 

1 

+/*(f)'M7)*o..(l-i^,;r). 
1 
Hieruit volgt echter onmiddellijk 

of na eenige herleiding 



o Vn + g2 1 Kn — 



^2 



=^-..z^;^=+r 



r' V^w + t? 1 Vn — 



Splitsing in het bestaanbaar en onbestaanbaar gedeelte geeft 
slechts één vergelijking, n.1. 



OPGAVEN. N". 86 EN 87. 



169 



Zcoa 2nvv ■^ cos 2nirv 



Vn 



92 



T^Vn—g^ 



cos 2nvgi 



cos 2nitg^ 



^ O Kw + t? ^ Vn — v 

Neemt men hierin v = g2 = a^ dan volgt de te bewijzen 
Tergelgking 



cos 2n7ra 



X^ coB ^riTTa ir^ 



cos 2n7ra 
1 Vn~+~ii 



cot ira^ I ^ 



Bin 2nva y^ sin 2w7ra 



rvn + 



-rvn^a 



Vraagstuk LXXXVII. 
D 2 b. Men vraagt te bewijzen 



Lim 

a;=oo 



00 — 

ZXP 



= O, 



in welke vergelijking / een geheel positief getal beteekent. 

(Dr. J. C. Kluyver.) 



Oplossing van Dr. J. C. Kluyver. 



Uit 



*(,) = X-7.^ 



(^') 



vindt men na differentiatie 



p-i 



e-^(t>'(x) — e-^(t>(x) = V 



■^xp 



o r 






\^ 



170 



WISKUNDIGE 



Hieruit verkrijgt men door integratie 



r-1^ 



1 



..>-. = Z;.) 



— 1 



er^xf ete, 



fi 



of ook 



0(a;)— ;)É^ = 2^ 



d. 



=-r-7i 



e^*a:f da: — 1 



--1 j 



e = 



Nu is volgens Schlömilch, Höhere Analysis II de volgende 
ontwikkeliDg geldig 



1 «-«c^p dv^e-^xp 



1 — 



: + 



(a: + l)^(a:+l)(a:+2) 



waarin de coëflBciënten ö^i, ^2» • • • ^*^ ^'-f afhangen. 
Men besluit hieruit tot 

zoodat, daar n steeds kleiner dan p blijft, 
Lim [^ (x) — |>é*] = 0. 



Vraagstuk LXXXVIII. 
F 1 d. Te bewijzen 

waar de notatie van Tannery et Molk, Fonctions elliptiques is 
gevolgd. (Dr. J. C. Klüyver.) 
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Oplossing van Dr. J. C. Kluyver. 
Voor e^*'^ = } en 

heeft men 
&, (» ; 3r) = 2eJ«" Jo(3t) ein »«■ n (1 — «6*«> + 5ï»»«')(l_c6*«V-ar«) ^ 

&.(f+i;3r) = 
=2«««"-3o(8r)8in(«+^)» n(l-eÖ*">+2»<«'+J")(l-<!6U.V-2»i.-l«) , 



S,(» + i; 3r) = 
= 2ei'"-Jo(8r)8ill(»+ |)ir n(l - «6*ir.r+2««+ |»i)(i _ ^Wr-2W»-1»<). 

Door TennenigTuldiging dezer vergelijkingen verkrijgt men 

&,(»; 3r)a,(» + i; 3r) ...&,(» + |; 3r) = 

= 2««Vwr q^ (3r)» Bin »ir sin (v + iv) . . . 

sin (» + I) ir n (1 — «30*«ri> + lOWr) (i _ gSO*.Vr- 10»i«). 

Nu is echter 

2* Bin «w sin (c 4- i») . . . sin (» + ^) =s sin 5»ir 
en 

d,(5»;15r)=2e'^"-jo(15r)sin5»»n(l-c^O*'*'-+i<>»«'')(l-«^*"'-^<*'"), 
zoodat 

5,{5»;15r) = ?5lL5-^^&,(»; 3r)^,(t. + i; 3r) . . . . d, (t> + i; 3r). 
?o(3r)' 

Neemt men nu aan beide zijden r = O en bedenkt dat men heeft 
y, (0; 15r) = «VWr j^(i5^)3 ^ ;j.^ (0; Sr) = e«"'!Zo(3r)», 
dan komt er 

jo(15r)«Jo(3r)^ = 4«-^'''V(i; 3r)V(«; 3r), 

waaruit, zoo men jo(15r) en 3o(3r) weder door i&, -functies ver- 
vangt, door worteltrekking wordt gevonden 

^S,a;3r)&,(S;3r)=i$,a;5r)d,G;r). 
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Vraagstuk LXXXIX. 

L' 16 a. Fen kromme van den tweeden graad, die de oneindig 
ver gelegen rechte in een der onbestaanbare cirkelpunten raakt, 
heeft hoogstens vier bestaanbare punten. Deze punten vormen een 
orthocentrische groep. (G. Mannoury.) 

Opgelost door G. Mannoury, J. F. van Oss, Dr. A. J, A. 
Prange en Dr. P. H. Schoute. 

Oplossing van Dr. P. H. Schoute. 

De kegelsneden, welke de oneindig ver gelegen rechte in 
het op ic + iy = O gelegen cirkelpunt aanraken , worden voor- 
gesteld door de vergelijking 

{X + iyf + (ox + 6y + c) + i {pJx + Vy + c') = 0. 

Deze kromme bevat blijkbaar de snijpunten der gelijkzgdige 
hyperbolen 

x2 — y^ 4- 0^ + iy + c = O , 

2xy + a'x + Vy + c' = O, 

en deze vormen steeds een orthocentrische groep; immers het 
hoogtepunt van den diiehoek, welke door drie der snfjpunten 
wordt gevormd, moet op elke der beide hyperbolen liggen, 
valt dus in het vierde snijpunt. 



Vraagstuk XC. 

B 12 a. Wordt de geconjugeerde waarde der complexe groot- 
heid u door Uc aangewezen, dan stelt de vergelijking 

{a^ -f- huuc -\- CU -\' (ï) '\- (a^Uc^ + bcU^st -|- CcUc + //c) = o 

een in het complexe vlak gelegen kegelsnede voor. 

Als men de distributieve bewerking /«^ = ^ (/^c + ^/f) invoert , 
dan is het linker lid dezer vergelijking ^r- ontbindbaar" in twee 
factoren van den eersten graad. (G. Mannoury.) 

Oplossing van G. Mannoury. 

Substitueeren wij m = a; + ly , a = aj -|- ia2 , 6 = 62 + *^2 > enz. 
dan gaat de gegeven vergelijking over in 
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f{u)=V{x, y)=2{(a, + 6,)^^ + (-«1 + bi)y^—2a^xy+CyX-c^+d^ }=0 , 

waaruit blijkt dat zij een kegelsnede voorstelt. 

Omgekeerd kaD elke reëele kegelsnede, in het vlak XOY 
gelegen , door een vergelijking van de gegeven gedaante 
worden voorgesteld. 

Om de c-ontbindbaarbeid van f(u) te bewijzen, brengen wij , 
wat op verschillende wijzen geschieden kan, F (o?, y) in de 



waar alle coëfficiënten reëel zijn. Wij verkrijgen dan 
f{u) = a^ +78 = (a + tyYi^ + ïS) = 

= i \H^ + Uc) — im (m - Ue) + 2nl' \p{u + Uc) — iq (w — Wc) + 2r} = 
= \\u(l'-im)'hVcQ + im)-\-2nl'\u(p-iq) + Uc{p + iq) + 2rl 

Opmerking, p^'q is niets anders als het inwendig product 
der door jt> en ^ bepaalde vectoren. Evenzoo kan 

pHq = i IM — i me = Pa?i - Pi?2 = - q'ip 

als het uitwendig product dier vectoren worden opgevat. Met 
behulp van dit c-product kan elke rechte lijn, in het complexe 
vlak gelegen , door u^p = 1 worden voorgesteld , waarin dan p 
de pool aanwijst van die rechte ten opzichte van den eenheids- 
cirkel die den oorsprong tot middelpunt heeft. 

De voorwaarde voor de coUineaire ligging van drie punten is 
a^b + b^ic + (f ia = O , zooals door de substitutie a = Qi + ia^ , 
enz. onmiddellijk blijkt. 

Vraagstuk XCI. 

K 22 b. Men vraagt een punt te construeeren van het regel- 
vlak, dat beschreven wordt door eene rechte lijn, waarvan vier 
punten in gegeven vlakken moeten blijven. (W. Mantel). 

Oplossing van W. Mantel. 
Zij O ABC het gegeven viervlak; de zijvlakken moeten door 
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een beBohrgyende Ijjn in punten P, Q, R, S worden gesneden, 

die ten opzichte yan elkander gegeyen ligging hebben. 

Neem een coördinatenstelsel aan met zgne assen langs OA, 

OB, OC. Stel dat de yergclijking yan bet ylak ABC is 

X y z 

I-T-H = !• Noem (w, r, m?) de coördinaten yan een 

abc 

der punten L, waarin een bol, die met den straal één om O 

beschreyen is« gesneden wordt door de lija, die door O eyen- 

wijdig aan eene beschrijyende liJD getrokken wordt. Noem 

j>, j, r de langs de beschrijyende lijn gemeten abscissen SP, 

SQ, SR. Een punt te, y, 2:) op die beschrijyende Ign moge 

eene abscis p hebben; dan zijn de coördinaten yan )A{x — pu, 

y — pp, z — gw)] yan V {x — pM+pw, enz); yan Q(a; — pu-^-qu^ 

enz.) ; yan R (a; — pw + rw , enz.). 

Uitdrukkende, dat P> Q, R, S in de gegeyen ylakken 

liggen, hebben we 

y — pt; + jp = o , 2f — ptr + ru? = 0. 
Hieruit yolgt 

pu qv rw 
a b c "^ * 

Het punt L blijft dus in een plat ylak , dat wij construeeren 
door middel yan zgn snijpunten met de coördiDaatassen. In 
figuur 9 zjjn a, /3, 7 die snijpunten; de doorsnede yan het 
ylak afiy met den eenheidsbol is als een cirkel (M) neei^e- 
slagen. Op dien cirkel is L willekeurig aangenomen. De lijn 
OL is eerst in den stand (rs) gcteekend; daarna zijn de gege- 
yen segmenten op haar uitgezet; eindelijk is zij zooyer Ter- 
schoyen, dat R, P en Q in de juiste ylakken vielen. S komt 
dan teyens op zijn plaats. 



Vraagstuk XCII. 

K 1 C. De driehoeken ABC en A'B'C' liggen in hetzelfde vlak. 
De rechten MA, MB, MC snijden de zijden BC, CA, AB in M., 
M4, Mc Op de zijden B'C', CA', A'B' bepaalt men de punten 
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M'c, M%, M%, die hen in dezelfde verhoudingen verdeelen, als 
waarin BC , CA , AB door M« , Mj , M^ worden verdeeld. Men 
vraagt naar de meetkundige plaats der punten M, waarvoor de 
rechten MaM'«, M^M'», MeM'e door een punt M' gaan, en naar 
de meetkundige plaats van M^ (J. Neuberg). 

Opgelost door J. Neuberg en Dr. J. de Vries. 

Oplossing. 

I. Stel dat, met betrekking tot ABC als assendriehoek , 
m,, tif2y tn^ de coördinaten van M zijn en de punten A', B', C' 
aangewezen worden door n*, 6*, Ck (*=1, 2, 3). Dan vindt 
men terstond voor de punten M'a, M'*, Wc achtereenvolgens 






m, + ^3 ' fWg -r wil 



' ^*= T 

1 W\ "T~ Wl^ 



De rechte MJi'a heeft dan tot vergelijking 
Xi O iiW^ + qm, 

^3 WI3 63t«2 + C3IW3 

of 

(*8»»^ — b^fihtn^ + c^n^m^ — Cain^,) Xi + 
-h (6,iW2W3 + Cim\) Xa — (*|W\ + c^m^m^) x^ = 0. 

De vergel ij kingen der rechten M^M^ en M<.M^ worden hieruit 
gemakkelijk afgeleid. 

Eliminatie van Xi tusschen de bedoelde drie vergelijkingen 
levert voor de meetkundige plaats van het punt M de ver- 
gelijking 

^^a*"l~(^3 — i2)'^2'''3 — ^*^3 > 6itW2W3 4-C|Wl3 , — f'l^2^3 — h^fn^ 

Deze meetkundige plaats is dus een kromme van de 6* orde. 
Voor mg = O yindt men 

63 O — 6, 

O — (^3 dj mi^m^ = 0. 



— 63 ^2 — ^ 
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Hieruit blijkt dat A, B en C drievoudige punten der ge- 
vonden kromme zgn. 
IL Stelt men ter bekorting 

o^z — flTgXa = A„ , b^y^ — 6,Xjj + CyX^ — c^x^ = 2k^ , 
63^1 — i\Xz "= Aja , c^x^ — c^Xz 4- <h^\ — Ci\X^ = 2A31 , 
C1X2 — C2X1 = A33 , a^x^ — a^Xi 4- 63^ — *2^3 = 2A,2 , 

dan gaan de vergelijkingen der rechten M«M^a, M^M», M«M'c 

over in 

Aj^m^* — 2 A23tff2t«3 + Ajjm,^ = O , J 

A33W3^ - 2A3, mjm, + A„»w,^ = O, ) 1). 

AnWj^ — 2A|2m,nf2 + Aja^j^ = 0. ) 

Beschouwt men hier mi, m2, m, als loopende coördinaten, 
dan stellen deze vergelijkingen drie paren van rechten voor, 
die BC, CA, AB in drie puntenparen P, , P,; Qi> Qa; RnBi 
snijden. 

Worden de rechten APi , BQ^ , CR, , aangewezen door 

mj = a,m3 , fWg = /3,mi , mj = y^m^ , 
dan is 

«101 Tl = 1 
de voorwaarde waaronder deze lijnen in een punt samenkomen. 
Evenzoo is 

«2^272 = l 

de voorwaarde waaronder AP2, BQ2, CRa door een zelfde 
punt gaan. 
Nu is blijkbaar 

A22aiö2 = -A.33 , A33P1P2 = A|, , AiiyiYa = A^a 1 
dus 

ai"2/3i/32ri72 = 1- 

Hieruit blijkt, dat wanneer de bovengenoemde drie lynen- 
paren het punt (AP, , BQ, , CR,) gemeen hebben, ook APj, 
BQ2, CR2 door een zelfde punt moeten gaan. Met elk punt 
M' zullen dus twee punten M overeenkomen. 

Zijn nu P' en P" door B en C harmonisch van P, en P3 
gescheiden en hebben Q', Q" en R', R" de overeenkomstige 
boteekenis, dan liggen P', Q' en R' in een rechte en is dit 
eveneens het geval met P", Q", R". 
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A„ 
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OPGAVEN. If». 9è. 177 

Deie 6 ponten liggen nu blikbaar op de Igneuparen. 
A^m^' + 2A2,m2m, + A„m^* = O, 
A„m,» + ZAjjiMjiw, + A„i»,» = O , 

das in de kegelsnede 

AjjiW| -n A22^2 't A33IW3 -f" ^AiilWifWj ~r ^A23Wl2iW3 -f- AAjifft^ifii ^ o. 

En daar deze uit twee rechten moet bestaan, wanneer de 
drie Ignenparen Tan stelsel 1) gemeenschappelijke punten be- 
zitten, moet voldaan worden aan de voorwaarde 



= 0. 



De kubische kromme, welke door deze vergelijking wordt 
aangewezen , is even wél slechts een deel der meetkundige plaats 
van het punt M^ Immers aan het stelsel 1) kan ook voldaan 
worden door 

ini = 0, i«2 = 0, A33 = 0, 
dus door 

c,a?a •^ <^i = O- 

D. w. z. als M in C komt, kan men elk punt van de rechte 
CC' als het punt M' beschouwen. Dit volgt ook hieruit, dat 
dan Mc en M« met C, dus M'« en M^ met C' samenvallen, 
zoodat MftM'a en MtM^ beide in CC' liggen. 

QpMEREiiïaEX. 1. Bij de bepaling van de m.pl. van M' 
is gebruik gemaakt van een methode van den Heer Neuberg, 
welke in verband staat met de oplossing van vraagstuk 47 van 
dit deel (bl. 88). 

2. Aan een schriftelijke mededeeling van den Heer Neuber» 
ontleenen wij het volgende. 

Het gestelde vraagstuk is een uitbreiding van een vraagstuk, 
dat in Mathesis (onder no. 785) door Lemoine gesteld is, en 
waar de punten A', B', C' de projecties van A, B, C op de 
overstaande zijden zijn. 

Toor dit bijzonder geval vond Emmbrich (Mathesis, 1900, 
bl 44) dat de meetkundige plaats van M uit een kegelsnede 
WuK. Opo.,D1. YUI. 12 
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en een kromme van den vierdeo graad bestaat. Verder toonde 
de Heer Neuberg aan dat de meetkundige plaats yan H' een 
kubische kromme is. 

Het ware yan belang te onderzoeken of de m.pl. yan M 
ook in het algemeene ge?al te splitsen is in twee krommen. 

(Red.) 



Vraagstuk XCIII. 

K 1 C. Met betrekking tot de zijden van een gegeven driehoek 
bepaalt men de spiegelbeelden M«, M«, M^ van een in zijn vlak 
gelegen punt M. Men vraagt aan te toonen, dat in deze drie 
punten massa's zoodanig kunnen aangebracht worden, dat hun 
zwaartepunt onafhankelijk is van de ligging van M. 

(J. Neuberg.) 

Opgelost door T. J. Allersma, P. Bakker, J. A. Barrau, 
J. A. Kerkhoven, Dr. A. J. A. Prange, Dr. P. H. Schoute 
en Dr. J. de Vries. 

Oplossing van J. A, Babrau. 

Als de stelling waar is , moet het gemeeoschappelgk zwaarte- 
punt der drietallen van massa's in het hoogtepunt H van den 
driehoek liggen. Want als M in het hoekpunt A valt, komt 
het zwaartepunt blijkbaar op de hoogtelijn AD (fig. 10); ligt 
M in B, dan bevat de hoogtelgn BE het zwaartepunt. 

Noemen we de massa's in M^, M», M« achtereenvolgens 
a, /3, y, dan levert de momentenstelling als M in A ligt 

a(AD + HD) = (/3 + 7)AH, 
en als M in B is geplaatst, 

i3(BE + HE) = (a + 7)BH. 
Hieruit vindt men gemakkelijk 
a : ^ : y = AH . BE : BH . AD : (HE • AD 4- BE . HD) , 
of, daar BC : BE = AC : AD is , 

a : j3 : 7 = AH . BC : BH . AC : CH . AB. 

Stelt men de oppervlakken der driehoeken ABC, HBG, 
HCA en HAB door A, Aa, A» en A« voor, dan is dus 
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a : 3 : y = (A» + A.) : (A. + A.) : ( A. + A*) , 
of 

a : : Y = (A — AJ : (A - A*) : (A - A.). 

Nu. moet nog bewezen worden, dat, voor deze verhouding 
der massa's, H het zwaartepunt yan Ma, M», Mc is, wanneer 
M willekeurig ligt. Worden zgn afstanden tot de zijden door 
p, Ji r aangewezen 9 dan levert de momentenstelling voor den 
afirtand x van het zwaartepunt tot BO de betrekking 

2Aa:=(A.+ A*) (p+2rcof^B) + (Aa+A.) (p+2jcosC)-(A*+A.)p. 
Kaar 

cosB = HD:HO en Aa + A* = iHC . AB; 
cosC = HD:HB en A.+ Ac « iHB. AC. 
Dus wordt 

Aa? = iHD(r . AB + J . AC +|) . BC) 

of x = BD. 
Het zwaartepunt ligt derhalve in H. 

Opmerkingen. I. Men kan gemakkelijk aantoonen, dat 

a : j3 : 7 = sin 2A : sin 2B : sin 2C is. 

IL Als M op cirkel ABC ligt, worden zijn projecties op 
de zijden door de rechte van Wallage verbonden. Dan zgn 
dus M«, M», Me eveneens in een rechte gelegen, die tevens 
door het hoogtepunt gaat. (Red.) 

Vraagstuk XCIV. 

M' O d a. Gegeven zijn een bollenbundel en een rechte /. 
Men vraagt het oppervlak te onderzoeken , dat gevormd wordt door 
de groote cirkels , welke deze bollen gemeen hebben roet de vlakken 
door /. (J. Neuberg.) 

Opgelost door Dr. P. H. Schoute , Dr. C. Stolp en 
Dr. J. de Vries. 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 

1. Algemeene beschouwingen. De as { van den vlakken- 
bundel beschouwen wij als de doorsnede van twee bekende 

12* 
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vlakken Yq = O, W = O, den basiscirkel van den bonenbandel 
als doorsnede van den bol Bq = O met het platte vlak Y'q = 0. 
De buodelfl zelve worden voorgesteld door de Tergelgkingen 

Vx = Vo--AW = 1), 

Bx = Bo - 2XV'o = 2). 

Elk vlak Yx snijdt den overeenkomstigen bol Bx volgens een 
cirkel C\j die bij verandering van X het oppervlak van den 
derden graad voortbrengt, dat beantwoordt aan 

BoW -- 2YoY'o = 3). 

Al dadelgk springt hier de verwisselbaarheid van Yq en Y'^ 
in het oog , zoodat hetzelfde oppervlak ook voortgebracht wordt 
door een veranderlijken cirkel C'^, die de doorsnede is van 

YV^Y',-^W = 0, 

B'^ = Bo - 2/uYo = 0. 

De as Y'o = 0, W = O van den vlakkenbundel (V^) zullen 
wij door l' aanduiden. Uit 1) en 2) blijkt, dat deze as deel 
uitmaakt van den cirkel G». Omgekeerd vindt men door 
/Lc = 00 te nemen , dat in het tweede cirkeletelsel G'^ de as / 
van den vlakkenbundel 1) bepaalt. Door beurtelings X =^ O 
en /Lc = O te nemen , ziet men , dat Cq de basiscirkel van den 
bundel (B'^), en omgekeerd C'o die van (Bx) is. De assen l 
en V liggen in het vlak W = O , de twee basiscirkels op den 
bol Bo = 0. 

Elke bol kan voorgesteld worden door een vergelijking van 
den vorm Bq = 7, waarin Y van den eersten graad is. De 
doorsnede van dezen bol met het oppervlak 3) wordt bepaald 
door de vergelijkingen 

YW-2YoY'o = , Bo = Y, 

en is bijgevolg een kromme van den vierden graad. Deze zal 
uit twee cirkels bestaan , wanneer men den bol laat gaan door 
een cirkel Gx van het eerste stelsel. De vergelgking van dien 
bol heeft dan de gedaante Bx — 2/uYx=0, of ook vol- 
gens 1) en 2) 

Bo — 2AY'o - 2;iYo + 2XfiW = 4). 

Door een andere samenvoeging van termen laat zioh deze 
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vei^elijking tot de gedaante B'^ — 2AV'^ = O brengen, waaruit 
blijkt, dat de tweede cirkeldoorsnede een cirkel C'^ yan het 
tweede stelsel is. Op denzelfden bol kan geen derde cirkel van 
het oppervlak 3) liggen; het is dus onmogelijk door twee cirkels 
van één stelsel een bol te brengen. Daarentegen kan men, 
daar X en /i geheel onafhankelijk van elkaar zijn, altijd een 
bol brengen door twee cirkels, die tot verschillende stelsels 
behooren. Neemt men een bepaald punt P van het oppervlak, 
dan zijn de door dit punt gaande cirkels Cx en C'^ gemakkelijk 
te construeeren en evenzoo het middelpunt Q van den bol , die 
er door gaat. De rechte PQ is dan de normaal aan het opper- 
vlak in 't punt P en het raakvlak id P is daardoor eveneens 
bepaald. 

Niet zonder gewicht is de opmerking , dat elk vlak evenwijdig 
met de assen l en V van de vlakkenbundels Yx en V^ het opper- 
vlak snijdt volgens een kegelsnede. Het oppervlak kan name- 
lijk ook worden voortgebracht door een bundel van quadratische 
oppervlakken 

V,V',-vBo = 

(met het cirkelpaar C^, C'^ als basiskromme) en den bundel 
van evenwijdige vlakken 

W = 2v. 

De middelpunten der bollen 6x liggen op een rechte, die 

door den vlakkenbundel Yx gesneden wordt volgens een punten- 

reeks^ welke projectief is met de reeks der bolmiddelpunten. 

Die twee puntenreeksen kunnen natuurlijk ook identiek zijn, 

en dit is in ons vraagstuk ondersteld. 

« 
2. Vergelijking van het te onderzoeken oppervlak. Kiest 

men het coördinatenstelsel zóó, dat de vergelijking van den 

bollenbundel wordt 

Bx=a^ + y^ + z^ — r^ — 2\z = 5), 

dan kan men nog de rr-as zóó draaien, dat zij de gegeven 
rechte l loodrecht kiuist. Maakt de laatste nu een hoek /3 
met bet :ry-vlak, dan is zij voor te stellen door de vergelijkingen 

x = a j my + z = c ^ (»» = tgi3) 6). 
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Een ylak Yq door { en door den oorsprong O gaande beeft 
dan tot yergelgking 

Vo ^ ca? — amy — oe = O , 

en de vlakkenbundel 

Y\^cx — amy ^ az -^ X{x — a) = O 7) 

zal nu den bollenbundel 6) snijden volgens een stelsel groaU 
cirkels Cx. 

Door eliminatie van A uit 5) en 7) yindt men yoor het 
oppervlak de yergelgking 

(a? - a) (»* + y* + 2^ — r*) — 2z{cx — amff - ö2r) = O . . . 8), 

Het stelsel cirkels C'^ ontstaat uit de sngding van de boodels 

B'^ = a^ + y^ + «^--r» — 2|i(c2f-amy — (M?) = 0. . . 9), 

V'^ = - /i(a? - d) = O 10). 

Deze cirkels zijn, met uitzondering van Gq, kleine cirkels 
yan de bollen B'^. De as V yan V^ ligt met l in het vlak 
rr=:a en snijdt l in het punt A(a, ccot/3, 0). Elke rechte 
door A getrokken ligt in twee vlakken Yx en Y'^. Ze sngdt 
het oppervlak behalve in het punt A nog in twee punten P 
en P', die tevens snijpunten van twee cirkels Cx en O^ zgn, 
waardoor een bol B kan gaan, die volgens 4) tot vergelij- 
king heeft 

B = ar*+yH«*— ^— 2Aar— 2/M(ftr-amy— a«)+2A/«(ir-a) = . . 11). 

De coördinaten van het middelpunt Q zgn 

x = fic — X^^ y=— Mötg/3> e = X^f4a 12) 

en de rechten PQ, PQ zijn de normalen van het oppervlak 
in P en F. 

Uit de vergelijkingen 12) kan men beurtelings /ü en A eli- 
mineeren. In het eerste geval krggt men de assen der cirkels 
Cx , in het laatste geval die van de cirkels C'^. Beide stelsels 
van rechten liggen op de hyperbolische paraboloïde 

y^ — myz -f cmy + am^x = O 13), 

welke vergelijking uit 12) gevonden wordt door A en /u te 
^Umineeren, 
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Dit oppervlak is dus de meetkundige plaats Van de middel- 
punten der bollen , die het oppervlak 8) volgens cirkels sngden. 
Op * deze paraboloïde ligt ook de kubische kromme , die de 
middelpunten der kleine cirkels G^^ bevat. 

3. Kegélsneden op het oppervlak. Gelijk reeds vroeger vrerd 
opgemerkt, snijden de vlakken evenwijdig met de rechteneen 
V Tolgens kegélsneden. Die vlakken zijn hier loodrecht op de 
.r-as ; de projecties dier kegélsneden op YOZ worden dus voor- 
gesteld door de vergeljjking 8) , wanneer x als een standvastige 
wordt beschouwd. Naar y en z gerangschikt neemt zij de 
volgende gedaante aan 

{X''a)y^ + 2amyz+(x'\'a)z^^2cxz + (x^a){o^-r^ = O..U). 
De kegelsnede zal een hyperbool, een parabool of een ellips 
zgn, naar gelang 

(atgfi)^^(X'-a)(x + a) 
positief, nul of negatief, of x^ kleiner dan, gelijk aan of 
grooter dan a^ sec^ /3 is. Het middelpunt zal op de kegelsnede 
liggen, en haar vlak bijgevolg raoArvJaA; aan het oppervlak zijn, 
als men heeft 

x—a atgj3 O 

atg/3 x+a —ex 

O —ex (a?-a)(ar"-r^) 
= (x - a) [(x^ - a'sec^^) (a^-r») - c^a:^] = O . . . 15). 

Deze vergelijking van den vijfden graad stelt vijf verschil- 
lende raakvlakken voor, die loodrecht op de o? as staan. Is 
r^ > O, dan zijn die vlakken alle vijf bestaanbaar. Immers 
wanneer men in den tusschen [ ] geplaatsten vorm voor x 
achtereenvolgens de waarden — oo, — asec/3,0, +asecj3, 
+ 00 substitueert, krijgt die vorm de waarden + oo , — aVsec^/S, 
aV^ sec* /3 , — aV sec* /3 , + oo , die afwisselend positief en 
negatief zijn. De drie tusschen — a sec j3 en + a sec /3 gelegen 
wortels van 15) leveren drie paar bestaanbare rechten als door- 
sneden, de andere twee geven slechts de raakpunten. 

De middelpunten der kegélsneden liggen op een kubische 
kromme, die, mét de oneindig ver gelegen rechte van YOZ, 
de dooranede vormt van de, hyperbolische paraboloïden 



xy 4- öiw2f — ay = O, 
xz'^ex']' amy + o>z 



•=oJ-- '«>• 
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Deze kubiflche ruimtekroimne wordt voorgesteld door 

Hierin de wortels van 15) substitueerende vindt men de 
coördinaten der raakpunten van de raakvlakken die loodrecht 
op de x-as Btaan. 

Het is niet moeilijk , in te zien , dat de assen der kegelsneden 
twee stelsels van evenwgdige rechten vormen, die de rechten 
l en l' onder gelijke hoeken kruisen. De eenige as van de 
ééne parabolische doorsnede behoort tot het ééne, die van de 
andere tot het andere stelsel. 

4. Verschillende gedaanten van het oppervlak. Navelpunten. 
Yan de vijf raakvlakken 15) zijn er minstens drie bestaanbaar. 
Het vlak x = a raakt het oppervlak in A en snijdt \ei 
volgens de twee rechten l en T; twee andere raakvlakken 
x=±p{p^ "^a^ sec* /3) raken het oppervlak zonder het te 
snijden. Tusschen de laatste twee vlakken is het geheele 
oppervlak gelegen. De bestaanbaarheid van de overige twee 
raakvlakken hangt af van het teeken van r' ; alzoo zijn er drie 
soorten van oppervlakken evenals men drie soorten van bollen- 
bundels Bx onderscheidt. 

r Geval. De bollen Bx snijden hun machtvlak ;9 = volgens 
een bestaanbaren cirkel (straal r). De z-a» sngdt het opper- 
vlak niet; het laatste vormt een keel om de z-as. Twee 
vlakken loodrecht op de x-as raken het oppervlak in de keel 
en snijden het volgens twee rechten. 

2' Geval. De bollen B^ raken het machtvlak in den oorsprong 
(straal van den basiscirkel == 0). De keel van het oppervlak 
vernauwt zich tot een kegel punt met een quadratischen raak- 
kegel, waarvan men de vergelijking vindt, door in 8) de termen 
van den derden graad te schrappen en r = O te stellen. De 
twee keelraakvlakken o;* = O vallen samen en sngden het 
oppervlak volgens twee rechten, die tevens tot den raakkegel 
behooren. 

3* Geval. De bollen B^ snijden het machtvlak niet , of liever 
ze snijden dat vlak volgens een cirkel met den imaginairen 
straal r = ir\ Een bol uit O als middelpunt met r' als straal 
beschreven snijdt alle bollen B\ onder rechte hoeken en de as 
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dier bollen (hier de z-m) in de twee grenspunten. Hetzelfde 
geldt Yoor de bollen B'^. De grenspunten der bollen Bx zijn 
tevens navelpunten van het oppervlak; die van de bollen BV 
daarentegen niet De straal van den grooten cirkel Cx kan na- 
melijk alleen nul worden met den straal van den bol Bx zelven ; 
die van den kleinen cirkel C'^ wordt nul , als het vlak van dien 
cirkel raakvlak wordt aan den bol B'^. Alvorens dit bijzonder 
geval te beschouwen willen wij den straal p van C^ in fi 
trachten uit te drukken. 

Zg R^ de straal van den bol B'^ en d de afstand van het 
middelpunt tot het vlak Y'^, dan is 

De afstand van een punt (a?, y, z) tot het vlak V'^*, [ver- 
gelijking 10)] is 

^ fAJX — a) — g 

Hierin de coördinaten van het middelpunt van B^ [verg. 9)] 
substitueerende heeft men 



p» = r« + ^Vsec2^ + ;-^— 18). 



Vfi'+l Vfi' + l 

Yoor den bolstraal vindt men uit 9) gemakkelgk 

RV = KÏ??TAÏVsêc^p+TS 
zoodat men heeft 

1 + fi^ 

Is r bestaanbaar, dan kan p dus niet nul worden. De kleinste 
waarde van p is die van den cirkel C'q (n.1. p=-r), die in dit 
geval groote cirkel van den bol Bq is. Is r onbestaanbaar 
= /}, dan vindt men uit 18) door p = O te stellen de vierde- 
machtsvergelijking 

a»sec»/3.;i* + (c*+a«seca0 — r'^j^a — r'^ = , . . 19), 

die één positieve waarde voor p? en dus twee bestaanbare 
waarden voor ^ oplevert, waarmede twee vlakken Y'^ over- 
eenkomen, die het oppervlak elk in een navelpunt raken. 
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In beide vlakkenbundels komen vlakken yoor, die geen be- 
staanbare cirkels met het oppervlak gemeen hebben. In elk 
dier vlakken ligt echter de tot het oppervlak behoorende as 
(l of V) van den bundel , zoodat ook in het 3* geval het opper- 
vlak één samenhangend geheel blijft uitmaken. 

5. Bijzondere gevallen, a. Is de gegeven rechte / evenwgdig 
met het machtvlak van den bollenbundel , dan is j3 = O en 
het oppervlak 8) symmetrisch ten opzichte van het o^-vlak. 
De parabolische doorsneden liggen dan in de vlakken x = ± a. 
Stelt men nu in 14) /3=0, rr== + a, dan krijgt men 

z^ — cz = 

d. w. z. de parabool is hier in twee evenwijdige rechten ontaard 
en deze rechten zijn de assen l en l' der vlakkenbundels. De 
andere parabolische doorsnede (Ji = Of x== — a) heeft tot 
vergelijking 

y* — c« -h ö" - ^ = 0. 

Yoor /3 = geven de vergelijkingen 17) geen bruikbare uit- 
komsten, üit 16) blijkt dan ook, dat in dit geval de verge- 
lijkingen worden 

y(x — a) = O , xz — cx + az =sO^ 

en de kubische kromme vervangen is door een hyperbool in 
het are-vlak en de rechte a? = a, z = {c loodrecht op dat vlak. 
De eerste is de eigenlijke meetkundige plaats van de middel- 
punten der kegelsneden; de tweede bevat de middelpunten 
van het paar in het vlak x = a gelegen evenwijdige rechten 
/ en V. 

b. Is c = O , dan gaat l door de x-as en is elk punt van de 
x-SLS het middelpunt van een der kegelsneden door 14) voo^ 
gesteld. Dit blijft waar voor de parabolische doorsneden 
x= ± üBecfi, die bijgevolg elk in een paar evenwijdige 
rechten ontaard zijn. In overeenstemming hiermede moeten de 
vergelijkingen 16) in plaats van een kubische kromme drie 
rechten leveren, n.1. de a?-as en de twee assen van de twee 
paien evenwijdige rechten. Dit alles laat zich natuurlgk ook 
uit de vergelijkingen zelve afleiden. 

Ia èn /3 = èn c = 0, dan wordt 14) de assenvergeljjking 
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eener kegelsnede en worden ook de overige yergelijkingen vrij 
eenvoudig. De rechten l en V vallen dan samen. 

e. Men kan zich ook voorstellen, dat l op oneindigen af- 
stand ligt. Deelt men 8) door a en stelt dan a = oOy dan 
krijgt men 

a:* 4- y* — e* - 2y2? tg /3 — r^ = O , 

d. i. een éénbladige hjperboloïde , een quadratischen kegel of 
een tweebladige hyperboloïde , naargelang r^ positief, nul of 
negatief is. 

Vraagstuk XCV. 

P 6 f • Gegeven is een bundel kegelsneden. Aan elk punt P 
van zijn vlak voegt men de rechte p toe, welke in P door een 
kegelsnede van den bundel geraakt wordt. Onderzoek de ver- 
wantschap (P, /). (J. Neuberg.) 

Opgelost door Dr. P. H. Schoute, P. G. Tiddens en 
Dr. J. de Vries. 

Oplossing van Dr. P. H. Schoute. 

1. De bundel bevat één kegelsnee, die door een gegeven 
punt P gaat, en twee kegelsneden, die een gegeven Ign^ aan- 
raken. In de verwantschap (P, p) komt dus met een gegeven 
punt P een enkele lijn p overeen, terwijl bij een gegeven 
lijn p twee punten P behooren; wij drukken dit uit door het 

teeken (P, p). 

Aan een basispunt van den bundel is elke straal door dat 
punt toegevoegd. 

Bestaat er tusschen de samenstellende deelen der figuur 

m n 

(P, p) een verwantschap (P, ^), dan zal p een kromme van 
de klasse m + n omhullen, als P een rechte doorloopt, en P 
een kromme van den graad m -h n beschrijven , als p om een 
punt draait. Want, doorloopt P de lijn i, dan zal men m + n 
raaklijnen kunnen trekken aan de omhullende van p uit een 
willekeurig punt Q van /, n.1. de n standen van p, die bij Q 
behooren , en de lijn l zelve m maal geteld. £n langs dualis- 
tisoh tegengestelden w^ wordt het tweede gedeelte der stelling 
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bewezen. In het onderhavige geval vinden wij bij een Ign van 
punten P een kromme van de derde klasse omhuld door Igneo 
p en b]j een stralenbundel van lijnen p een kromme der derde 
orde van punten P. 

2. Wij onderzoeken verder de blijkbaar involutorische ver 
wantschap tusschen de puntenparen P, die bij een zelfde hjn 
behooren. Daartoe bepalen wij de hoofdpunten dezer verwaot- 
Bchap. Klaarblijkelijk wordt het bij P behoorende punt F 
alleen dan onbepaald , als P samenvalt met een der drie diago- 
naalpunten L, M, N van den volledigen vierhoek ABCD der 
basispunten van den kegelsneebundel. Valt P in L , dan wordt 
p onbepaald en ligt P' op de meetkundige plaats der raak- 
punten van de raaklijnen uit L aan de kegelsneden van 
den. bundel; deze meetkundige plaats is klaarblijkelijk de 
lijn MN. Dus bezit de involutorische verwantschap (P, P') 
drie hoofdpunten L, M, N van den eersten graad, waarmee 
de overstaande zijden MN, NL, LM van driehoek LMN 0Ye^ 
eenkomen. Derhalve is deze verwantschap een quadratische 
en doorloopt P een om LMN beschreven kegelsnee, als F 
een rechte beschrgft. 



Vraagstuk XCVI. 

Kld. Op de zijden van een driehoek ABC beschrijft men 
buiten waarts de rechtstreeks gelijkvormige driehoeken BCPa, CAP»i 
ABPc, die rechthoekig zijn in Pa, P*, P* en binnen waarts de daar- 
aan gelijkvormige driehoeken BCP'., CAP'* , ABP'^, die recht- 
hoekig zijn in P'«, P'*, P'<y. Noemt men de zwaartepunten dier 
driehoeken Z«, Z», Z«; Z'«, Z%, Z'c, dan is 

Inh. P.P*P, -f Inh. P'.P'iP', = 2 Inh. ABC , 
Inh. ZaZ»Z, 4- Inh. Z'aZ'*Z'c = f Inh. ABC 

(Dr. A. J. A. Prangb.) 

Opgelost iioor Mej. C. H. de Haas , Mevr. A. G. Kerkhoven— 
WvTHOPF en Dr. A. J. A. Prange. 

Oplossing van Mej. C. H. de Haas. 

L A P.PéPc = A ABC -h A BCP« + A CAP4 + A ABP, 

— A AP*P. — A BP,P« — ACP.P* ; 
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A P'.F»P'. = A ABC - A BCP'. - A C AP'j - A ABP^ 

+ A AF*P'c + A BP'.F. + A CP'.P'i ; 
dus 

A PaPiP. + A P'aP'iP'. = 2 A ABC + 

A AF»P% - A APjPc+ A BP'cP'a- A BP.P.+ A CP'.F*- A CP J>» 

= 2 A ABC + % AP* X AP, [sin (90^- A) - sin (90^+ A)] 
+ % BPc X BP. [sin (90^ - B) - sin (90^+ B)] 
+ Vs CP. X CP* [sin (90^— C) - sin (90°+C)] ==2A ABC, 

daar elk der vormen tusschen de vierkante haakjes gelijk 
is aan nul. 

II. Stelt men ter bekorting AZ'h^p, AZ^ = 3, BZ^=f, 
BZ'.= 8, CZ'.t^M, QZ'i^t, ZBAZ^=a?, ^ABZ'c=y, 
dan is 

A Z«Z*Zc = A ABC -t- A BCZa + A C AZ* 4- A ABZ. 

— %^38in(A+a:+y)- V2rssin(B+x+y)— y,<wsin(C+ir+y), 

A Z^Z'iZ'. = A ABC - A BCZ'. - A C AZ'* — A ABZ', 

— Vaj?38in(A— a:— y)— Vars 8in(B— a?— y)— Vttu sin(C— a;— y). 
Dus 

A Z.Z»Z, + A Z'.Z'*Z, = 2 A ABC 

— cos {x + y) [ps sin A + ''« 8in B + tu sin C]. 

Wegens de betrekkingen p:t:h ==r:qic^ uxsia kan 
hiervoor geschreven worden 



2AABC — cos(a:+y) 



utc . ^ w^c .. ^ . ^ 

— sin A + -V" sin B -t- tu sm C 
a b 



= 2 A ABC — 3/tt cos (a? + y) sin C 

- 2 A ABC — 3 sin C [u cos y {t cos x) — u sin y {t sin a?)] 

= 2AABC-3sinC^ ^^ ' ** 



w cos y — cos a; — M sin y — sina; . 
a ^ a ' 

Is V de projectie van Z'« op BC en M het midden van BC, 
dan kan de laatste vorm vervangen worden door 

2 A ABC sin C [CV x BV - Z'.VM 

a 

= 2 A ABC - - sin C W o" - MV^ - Z'.V^] 
a 
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= 2 AABC - — dn C Ua« — (^a)»] 

= 2AABC 8mCx«a» = 

a 

= 2 A ABC — I ai sin C = 2 AABC — | A ABC = } A ABC. 

Oplossing van Meyr. A. G. Kerkhovbk— Wtthoff. 

I. Zg ^BCP« = ^ en t^ de versor, die elke Ign in het vlak 
van den driehoek een hoek ^ omdraait, dan is, als wij 
CA = a en CB=r^ stellen, 

CP. = cos # . 0€* , CP'. = cos . fir^, 

CP» = o — cos ^ . a€^ , CP'» = o — cos ^ . af"^ , 

CP, = ^ + cos # . (a - /3) i^ , CP^ = ^ + cos # . (a - fi) r^. 

Verder is 

P«P* = o — cos ^ . o€^ — cos ^ . fiif , 
PJPc = (3 + cos ^ . a€^ — 2 cos # . p^. 

2 X Inhoud P J>4P, = T Y . PoP* . P.P. = TV {a/3 + cos^ . aV ^ 

— 2cos ^ . o/Sé^ — cos ^at^/3 + 2cos*^ . a/3~cos^ . /3€^0— cos*^ . /3a j= 

= TV{a/3 + 8c08*^.a/3 + COS^.a*£^ — cos^.^é^^ — 2cos#.a/3€^- 

— cos^a.€^j3|. 

2 X Inhoud P'«P'*P% verschilt hiervan alleen daarin dat c"^ in 
de plaats komt van e^* 

Beide inhouden zijn gelijk aan den tensor van een som van 
vectoren, die alle dezelfde richting hebben, n.1. loodrecht op 
het vlak van den driehoek , omdat elk deel het produkt is van 
twee vectoren in dat vlak. Daarom is de TV van de som 
gelijk aan de TV van de afzonderlijke deelen. 

Voor de dubbele som der twee inhouden heeft men dus 

T V { 2a/3 + 6 cos^ ^ . a/34- cos . aiatHae^'t') - cos ^ . /3(€^/3 + «"^/S)- 

- 2 cos ^ . a (/3e* + (ir *) - cos ^ . a (é*^ + €-*j3) J. 
Nu is 

VO€* + ^€-*) = V(€*/3 + €-*/3)-2cos^.^, 
dus 
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2inhoudP«P»P, + 2iiihoudF«FjP'. = 2ÏVa/3+6co8>^.TVa/3 - 

-4co8«#.TVa0 — 2co8>0.TVa^ = 2TVa/3, 
of 

Inh. P J>iP. + Inh. P'J^P^ = 2 Inh. ABC. 
IL Verder is 

CZ* = i(2a — 008 ^ . o€^), 

CZc = i {o + 2/3 + co8# . (a - j3)«^|. 

Z«Z* = ^ {2a — /3 — 008 ^ . ac^ — cos . /3i^ j , 

ZaZc « i ja + ^ + 0080 . ae^ — 2 008 ^ . 0€^}. 

TV . Z«Z» . Z.Z. = 4 TV { 2a/3 + 2 008 . aM — 4 co8 ^ . afi^ — 

— j3o — 008 . j3ae^ + 2 008 . j3*«^ — oos ^ . aiK — 008 ^ . a£^/3 4 

+ 2 008^ . aj3 — 008 . /3i^a — 008 . fit^fi — cos^ . fia\ = 

= i TV {3a/3 + 3 008» . a/3 + 2 008 . aV + 2 008 . /32c^ — 

— 008 . aé^a — 008 . /3t^0 — 4 008 • a/Sc^ — 008 ^ . /3a€^ — 
— 008 . ac^/3 — 008 . jSt^a}. 
Voor den dubbelen inhoud van A TIJIiL'c moet hierbij wor- 
den gevoegd wat men verkrijgt door f^ met €~^ te verwisselen. 
Dan worden de eerste twee termen 6a/3 + 6 cos» • o/3 , de 
volgende vier geven met de overeenkomstige nul en de daarop 
volgende geven 
— 8 cos» • a/3 + 2 008» f . aj3 — 2 cos' . a/3 f 2 cos' . aj3. 
Wij hebben derhalve 

2 X Inh. Z^»Zc + 2 X Inh. Z'^Z'iZc = « T V ajS , of 
Inh. Z.Z*Z, + Inh. Z^Z'*Z^ = \ Inh. ABC. 

Vraagstuk XCVII. 

K4. Een driehoek te construeeren , waarvan gegeven zijn de 
grondlijn en de afstanden van het hoogtepunt tot den top en tot 
het middelpunt van den omgeschreven cirkel. (Dr. C. Stolp.) 

Opgelost door T. J. Allersma , P. Bakker , J. A. Barrau, 
Mkt. C. H. de Haas, E. D. J. de Jongh Jr. , Mevr. A, G. 
Kerkhoven — Wythoff, J. A. Kerkhoven, F. F. Leupen, J. F. van 
Oss, Dr. A. J. A. Prange en Dr. C. Stolp. 
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OploBsing van Mej. C. H. de Haas. 

Zet op een Ign de gegeveo basis BC uit, deel haar recht- 
hoekig middendoor en bepaal op de deellgn een punt M, 
waarvan de afstand tot BC gelgk is aan de helft van den 
gegeven afstand van den top en het hoogtepunt. Construeer 
nu den cirkel, die M tot middelpunt en MB tot straal heeft. 
Bepaal het spiegelbeeld M' van M met betrekking tot BC en 
beschrijf uit M' als middelpunt een cirkel, die tot straal heeft 
den afstand van het hoogtepunt tot het middelpunt M. Is W 
een der snijpunten van de beide cirkels, dan zal de loodlijn 
uit H' op BC den omgeschreven cirkel in den top A snijden. 



Vraagstuk XCVIII. 

L^12e. De middelpunten der kegelsneden, die vier gegeven 
rechten aanraken , liggen in een bepaalde rechte m. Van é^ k^ 
gelsnede dezer schaar liggen de brandpunten op m; men vraagt 
deze punten te construeeren. (H. de Vries.) 

Opgelost door Dr. P. H. Schoute, ft de Vrhïs en 
Dr. J. de Vries. 

Oplossing van Dr. J. de Vries. 

De rechte m kan terstond bepaald worden, omdat rij de 
middens bevat van de diagonalen der vierzijde, welke door de 
gegeven rechten wordt gevormd. 

De brandpunten F en F' van elke kegelsnede , die de rechten 
a^ b en c aanraakt, zijn isogonaal verwant met betrekking tot 
den driehoek (abc). 

De kegelsnede, waarin m door de isogonale transformatie 
wordt omgezet , snijdt deze rechte in de gevraagde brandpunten. 

De constructie komt dus neer op het bepalen van de dubbel- 
punten van twee op m gelegen projectieve puntenreeksen. 



Vraagstuk IC. 

L^16b. Gegeven is een hyperbool, waarvan de asymptoten 
hoeken van 60^ maken met de brandpuntenas. Door een brandpunt 
en den niet daarbij behoorenden top brengt men een cirkel. Men 
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vraagt aan te toonen, dat de overige snijpunten van hyperbool en 
cirkel de hoekpunten van een gelijkzijdigen driehoek zijn. ^) 

(H. DE Vries.) 

Opgelost door T. J. Allersma, P. Bakker, J. A. Barrau, 
Dr. A. J. A. Prange, Dr. P. H. Schoute, Dr. A. van Thijn, 
H. DE Vries en Dr. J. de Vries. 

Oplossing van Dr. A. J. A. Prange. 

De hyperbool heeft tot vergelijking \ix^ ^ y^ = a\ Van 
een cirkel , die door het brandpunt (2a , 0) en den top ( — a , 0) 
gaat , heeft het middelpunt de coördinaten (^ a , h). Hij wordt 
dus voorgesteld door de vergelijking a^+y^ — ax — 2Ay— 2a^ = 0. 

Voor de snijpunten van hyperbool en cirkel vindt men de 
vergelijkingen 

y(16y' - 48Ay« — 27a'y + SÖA^y + 36a^A) = O, 

16a:* - Soa?' - (39a^ + 12A^)ar» + lOa'a: + (25a* + l2aY) = 0. 

Een der wortels der laatste vergelijking is natuurlijk gelijk 
aan — a; de som der overige bedraagt derhalve Ja. De som 
der overeenkomstige ordinaten is blgkbaar 8A. Het zwaarte- 
punt der drie punten, welke cirkel en hyperbool buiten den 
top gemeen hebben, wordt dus aangewezen door x^ia^ y:=h, 
en daar het samenvalt met het middelpunt van den cirkel, 
vormen de drie snijpunten een gelijkzijdigen driehoek. 

Oplossing van Dr. J. de Vries. 

1. De drietallen snijpunten der hyperbool met de bedoelde 
cirkels vormen een kubische involutie, die uit den top der 
hyperbool geprojecteerd wordt door een kubische straleninvolutie. 
AIb twee groepen dezer involutie uit stralen bestaan, die 
hoeken van 60^ met elkaar maken, is dit met elk drietal het 
geval en zijn de bedoelde driehoeken allen gelijkzijdig. 

Want op een willekeurigen cirkel door den top bepaalt onze 
straleninvolutie weer een kubische punteninvolutie. Vormen 
nu twee drietallen de hoekpunten van twee gelijkzijdige drie- 



^) Dit vraagstuk is outleend aan Stbxner's Yorlesungen über synthetische 
Geometrie, Ie deel, waar de stelling op bl. 51 (3e uitgaaf) terloops genoemd, 
doch niet bewezen is. 

WiSK. Opo., Dl. VIII. 13 
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hoeken, dan valt de kegeknede, welke de verbindingslgnen 
der tot dezelfde groep behoor ende punten omhult, samen met 
den gemeeaschappeiyken ingeschreven cirkel der beide gelijk- 
zijdige driehoeken. Maar dan levert elke groep een gelijkzijdige 
driehoek, en bestaat elk drietal der straleninvolutie uit drie 
rechten, welke hoeken van 60^ met elkaar maken. 

2. De bedoelde hyperbool heeft tot vergelijking Sr*— y^ = 3tt^. 
Neemt men den top (— a, 0) tot pool en OX tot poolas, dan 
wordt zij voorgesteld door r (3 cos^ — sin^ 0) = 6a cos 6- De 
cirkel door top en brandpunt, die zijn middelpunt op OX 
heefc, wordt aangewezen door r = 3a cos 0. De drie snijpunten 
zijn dau bepaald door cos (4 cos* — 3) = O , dus door 
ö, = 30°, 02 = 90°, 0jj=150^ De ontaarde cirkel van den 
bundel snijdt de hyperbool in de raakpunten der asymptoten 
en in den tweeden top; hier is dus 0, = 0°, 0^ =r 60°, 0^ = 120*^. 
De kubische straleninvolutie heeft derhalve twee drietallen 
van de bovengenoemde soort, en de stelling is bewezen. 

Oplossing van Dr. P. H. Schoutk, 

1. Yan eiken driehoek gevormd door drie raaklijnen vaa 
een parabool p^ gaat de omgeschreven cirkel door het brand* 
punt F, terwijl het hoogtepunt op de richtlijn r ligt Bepaalt 
men zich tot gelijkzijdige driehoeken^ dan valt het hoogtepunt 
steeds met het middelpunt van den omgeschreven cirkel samen ; 
men heeft dus de volgende stelling: 

„De cirkels omschreven aan de gelijkzijdige driehoeken waar- 
„vun de zijden aan een gegeven parabool p^ raken, vormen 
„ccn bundel^ waarvan het brandpunt V en het spiegelbeeld 
,F' van F met betrekking tot de richtlijn r de beide basis- 
,.punten zijn." 

2. Is op een gegeven kegelsnee een kubische involutie van 
puntcndrietallen gegeven, dan omhullen de drietallen van ver- 
bindingslijnen weer een kegelsnee; want door een willekeurig 
punt P, der gegeven kegelsnee gaan twee raaklijnen dier 
omhullende, n.1. de lijnen, die Pj verbinden met de beide 
punten PjjPa waarmede het een groep vormt. Deze stelling, 
die bij dualistische omkeering in zich zelve overgaat, leert, 
dat omgekeerd de hoekpunten van de gelijkzijdige driehoeken 
omschreven aan de parabool p'^ op een kegelsnee P liggen ; 
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want deze driehoeken doen werkelijk om ^^ een involutie van 
raaklgnen-drietallen ontstaan. 

3. Trekken we aan j)^ de raaklijnen /, , /2, die hoeken van 
60^ maken met de as, dan zien we, dat deze behooren tot 
een omgeschreven gelijkzijdigen driehoek, waarvan de derde 
zijde de richting heeft van de as van p^ en daarom in het 
oneindige valt. Dus geven /, en l^ de asymptotenrichtingen 
van de gezochte meetkundige plaats Ic^ aan. Yerder is de as 
van jp^, om redenen van symmetrie, tevens een as van P en 
wel de bestaanbare, omdat het snijpunt A van /, en /^ tot Tc^ 
behoort. De andere top der hyperbool k^ is F' ; want de raak- 
lijnen uit F' aan p^ vormen met de as hoeken van 30^ en dus 
met de topraaklijn van p^ een omschreven gelijkzijdigen drie- 
hoek. Yerder blijkt gemakkelijk dat F'A het dubbel is van 
AF, waaruit dan ten slotte volgt, dat F een brandpunt is 
Yan i^. 

Daar men nu omgekeerd van P uit kan gaan, is hiermee 
het gestelde bewezen. 



Vraagstuk C. 
O 4 Sf a. Bepaal het regelvlak , dat zoodanig op het regelvlak 

kan ontwikkeld worden, dat de overeenkomstige beschrijvende 
lijnen in denzelfden zin evenwijdig loopen. (Dr. J. de Vries.) 

Opgelost door Dr. J. de Vries en Dr. P. Zeeman Gzn. 

Oplosssing van Dr. P. Zeeman. 

Yoert men twee veranderlijke parameters u en f? in, dan 
kunnen de coördinaten van een punt op het gegeven oppervlak 
in functie dezer parameters worden uitgedrukt door 

x = u , y = uv , z==(u + a)Y' 

Oeeft men achtereenvolgens aan v constante waarden, dan 
rerkrljgt men de verschillende beschrijvende rechten van dit 
oppervlak. 

13* 
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Het element eener kromme op dit opperylak wordt nu bepaald 
door de uitdrukking 

fJs^^{l+ f^-^ '^\du^-\' [2vu + v\u+a)]dudv+[u'+t\u-]-af]d^. 

Daar de beschrjJYende rechten van het gezochte regelylak 
in dezelfden zin evenwijdig moeten loopen met die van het 
gegeyene , kan men een rechte van dat regelylak yoorstellen door 

x'^u + b.y y^uv + b^, z = — +b^, 

waarin b^ , b^ en b^ nog onbekende functies yan v zijn , die be- 
paald moeten worden met behulp Tan de voorwaarde , dat dit 
regelvlnk ontwikkelbaar moet zijn op het gegevene. 

Voor het element eener kromme op dit regelylak heeft men 

ds^=(l+v'' + ^] du" + [2b\ 4- 2r (w + b\) + ff'(uv-h b'^)]dudv f 

+ W\ + (u + b\)^ + (uv + b',f] d^, 

waarin de accenten afgeleiden ten opzichte yan v aanwijzen. 
Zullen nu de beide oppervlakken op elkaar ontwikkeld 
kunnen worden, dan moeten de beide lijnelementen identiek 
zijn. Daartoe moet voldaan worden aan de voorwaarden 

26', -f 2ró'2H-t^^fc'3 = a!?% 
Uit de eerste twee leidt men af 

Dit substitueerende in de laatste vindt men ter bepaling van b\ 

(e;* + 4t;« + 4) V\ — %ab\ ^ = 0. 

Hieraan wordt voldaan door b\^^^ hetgeen tot het oor- 
spronkelijke regelvlak terugvoert, en verder door 

8af2 
waai uit dan volgt 
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8av^ ,, 8av 



Door eenvoadige integraties vindt men hieruit 
i, = -2olg(»» + 2)--^, 
4«fp 4o 1) 

*3 = -:7- + 



2 ' t;2 + 2 

Het nieuwe regelvlak , waarop het oorspronkelijke kan worden 
ontwikkeld, wordt dus voorgesteld door 

x = «-2aIg(r» + 2)--^, 

4av 4a , . v 

t?^ , , 4a 

^=ir(" + «) + 



t?2 + 2 



Vraagstuk Cl. 

O 6 h. Van elk punt P van een gegeven oppervlak F bepaalt 
men de projectie P, op een gegeven vlak V. Men laat V om een 
van zijn normalen 90° wentelen, waardoor Pj in Pj komt. Door 
P^ trekt men een rechte evenwijdig met de normaal van F in P. 
Toon aan, dat de verkregen rechten alleen dan weer de normalen 
van een oppervlak zijn, als F een minimaal-oppervlak is. 

(Dr. P. Zeeman Gz.) 

Opgelost iio0r Dr. P. H. Schoute, Dr. J. de Vries ^n 
Dr. P. Zeeman Gz. 

Oplossing van Dr. P. H. Schoute, 

We duiden het gegeven oppervlak door de vergelijking z=f{Xj y) 
aan en stellen als naar gewoonte door Py q ie eerste, door 
r^ 8, t ie tweede differentiaalquotienten van e naar x eny voor. 
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De normaal 

X — x-f j>(Z — ^) =0, 
Y-y + 3(Z-2r) = 0, 

in het punt (ar , y , z) van het gegeven oppervlak gaat door de 
bedoelde transformatie over in de lijn 

X = — y-;>Z, ) . . . 1) 



Y= x — qZ, 

die we ook door de vergelgkingen 

X = — y + pX 

Y = x + gX] 2) 

Z= -X 

kunnen voorstellen. Nu rijst de vraag of het mogelijk is X ak 
functie van x en y zoo te bepalen, dat de overeenkomstige 
meetkundige plaats van het punt 2) in dit punt steeds de lijn 1) 
tot normaal heeft. Daartoe is noodig, dat de lijn 1) loodrecht 
staat op de beide lijnen, waarvan de richtingscoêfficienten 
achtereenvolgens evenredig zgn met 

dX èY dZ ^ ^ ^. 

da: ' dic * èx i^y * ^jf ^ ^ 

Dit geschiedt onder de voorwaarden 

q + {p^ + q^+l)f^ + (pr + qs)X^O, 

Hieruit volgt 

èX (pr + qs)X-\-q 



dx p^ + q^+l 

bX (p3+qt)X—2^ 



3). 



dy p^ + q^+l 

è^X 
Door uit beide vergelgkingen y^ af te leiden en de uit- 
komsten aan elkaar gelijk te stellen vindt men na eenige 
herleiding 
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wat juist de voorwaarde uitdrukt^ dat het gegeven oppervlak 
een mioimaal-oppervlak is. 

Is omgekeerd aan 4) voldaao, dan laat X zich zoo bepalen, 
dat aan de beide vergelijkingen 3) voldaan wordt. 



Vraagstuk CII. 

H' 5 h. Welke betrekking moet tusschen de grootheden a en d 
bestaan, opdat elk osculatievlak der kubische ruimtekromme 

cos f sin 9» 

cos s? cos Sf 

door de overige osculatievlakken gesneden worde volgens de raak- 
lijnen eener gelijkzijdige hyperbool? (Dr. P. Zeeman Gz.) 

Oplossing van Dr. P. Zebmau Oz. 

Het osculatievlak in een punt ^, der gegeven kromme heeft 
tot vergelijking 

Sbx sin ^1 — 3&y cos ^i + (i^ cos 3^, — ai sin 3^, = O . . 1). 

De kegelsnede, omhuld door de snijlijnen van dit vlak met 
de overige osculatievlakken, is ook de meetkundige plaats der 
snijpunten van dit vlak met de raaklynen der gegeven kubische 
ruimtekromme. De richtingen der asymptoten van die kegel- 
snede worden dus bepaald door die raaklijnen der kromme, 
welke evenwijdig zijn aan 1). Üaar nu de raakljjn der kromme 
in een punt ^ voorgesteld worden door de vergelgkingen 

3bx sin ^ — 36y cos ^ + az cos 3^ — ab sin 3^ = O , 
bx cos ^4" iy sin ^ — az sin 30 — ab cos 3^ = O , 
zal deze raakljjn evenwgdig zijn aan 1), wanneer voldaan is aan 
3& sin — 3& cos ^ a cos 3^ 

b cos (ft bsin^ — a sin 3^ ^s 0. 

36 sin 01 — 3b cos 0, a cos 3^, 

Deze vergelijking die, na eenige herleiding, kan worden ge- 
schreven in den vorm 

(tg * - tg 0,)'(tg' * + 2 tg tg 0. - 1) = O, 
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levert Tier waarden yan ^ , in overeenstemmiDg met de bekende 
eigenschap, dat er bij elke kubische ruimtekromme vier raak- 
lijnen zijn, die een gegeven rechte, in dit geval de rechte in 
het oneindige van het vlak 1), snijden. Van deze vier raak- 
lijnen vallen hier twee samen met de raaklijn der kromme in 
het osculatievlak 1) ; deze komen overeen met de waarde 
^ = ^i. De beide andere, die de richtingen aangeven Tan de 
asymptoten der in 1) gelegen kegelsnede, worden bepaald door 

tg'^ + 2tg0tg0,-l = O, 
waaruit 



tg ^ = - tg 0, ±1 sec #, of ^ = ^ — ^ en # = -^ 



3ir ^ 
2 



De raaklgn in het punt ^ der kromme maakt met de coor- 
dinaatassen hoeken ck, j3, 7, waarvan de cosinussen zgn 

sin 4a + 2 sin 2ó ^ 2 cos 2é — cos 4ó 

cos a = a -- , cos j3 = a 



l/aX5— 4cos6^)+96^ ' W(5— 4co86#)+9ft=^' 

3i 
cos 7 = 



Ka2("5— 4co86^)+942 

Substitueert men hierin Toor ^ achtereenTolgens de beide 

boTengoTonden waarden — ^ ©n — ~-^ dan Tindt men 

de richtingscosinussen der asymptoten van de in het Tlak 1) 
gelegen kegelsnede. De hoek }p der asymptoten is dan be- 
paald door 

3 (362 _ ^2) 



COB\f/ = 



l/(5a^ + 96^)2 _ 16a* sin^ 3^, 



Hieruit Tolgt: Zijn a en & willekeurig, dan is \P nimmer 
gelijk aan nul; geen der kegelsneden, in de osculatioTlakken 
der gegeven kubische ruimtekromme gelegen, is dan eene 
gelijkzijdige hyperbool. 

Is echter 3i^ = a^ dan zal cosi/^, onafhankelijk van ^,, gelgk 
aan nul zijn; in dat goTal zijn alle beschouwde kegelsneden 
gelijkzijdige hyperbolen. 
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OPLOSSINGEN 



LEDEN VAN HET WISKUNDIG GENOOTSCHAP 



TER SPREUKE VOERENDE 



,,Een OBTermoeide arbeid komt alles te bOTen*' 



ACHTSTE DEEL. 

4^« Stuk 



AMSTERDAM 

DELSMAN EN NOLTHENIUS 

1901. 



Ter bevordering eener geregelde toezending van de dniicwerlcen van liet Gea 
^htp, worden de leden beleefd verzocht bIJ verhuizing hun nieuw adree op te ik 
aan Dr, D. COEUNGH , Ondervoorzitter van het Genootschap , Amsterdam , 
Breettraat 143. 



De volgende vroeger verschenen uitgaven zijn tegen de daarbi) 
aangegeven prijzen te ontbieden bij den Ondervoorzitter, den 
Heer D. Coelimgh, Amsterdam, Marnixstraat 409, bij wien 
men ook klachten inbrengen kan over eventaeele jonregelmatig- 
heden in de toezending der uitgaven van het Genootschap. 

Feestgave van het Wiskundig Genootschap ter gelegenheid 
van zijn honderdjarig bestaan, bevattende de herdruk van twee 
zeldzame, merkwaardige HoUandsche werken [(Corte onderrich- 
tinghe dienende tot het maecken vande reductien van de tacx- 
custingen tot gereede penningen, om dien-volgende te eysschen 
en ontfangen den veertichsten penning op alle vercochte of 
vervreemde onroerende goeden, volgende tplacaet der Heeren 
Staten van den xxii Decembris 1598) en (Waerdye van Lyf-renten 
naer proportie van Los-renten , geteekend Johan de Witt, 1671)] 
in den handel ƒ6,00 voor de leden /S,00. 

Register naar eene wetenschappelijke verdeeling op de werken 
van het Wiskundig Genootschap, Amsterdam, 1885 

in den handel ƒ3,00 .... voor de leden ƒ1,50. 

Grondslag van een bibliographisch repertorium der wiskundige 
wetenschappen (naar den franschen tekst bewerkt) , Amsterdam, 1892 
in den handel ƒ2,00 .... voor de leden ƒ1,00. 

Voordrachten over den Grondslag, per vel 
in den handel ƒ0,30 .... voor de leden ƒ0, 15. 

Nieuw Archief voor Wiskunde, eerste reeks, twintig deelen, 
tweede reeks, deel 1 en 2, per deel 

in den handel ƒ4,00 .... voor de leden ƒ2,00. 
(De volgende deelen per deel 
in den handel ƒ6,00 .... voor de leden ƒ3,00. 
en per overcompleete aflevering 

in den handel ƒ1,50 . . . . voor de leden ƒ0,75). 

Wislcundige Opgaven met de oplossingen , nieuwe reeks , 
deel 1 — 7 per deel 

in den handel ƒ6,00 .... voor de leden ƒ3,00. 
en per overcompleete aflevering 

in den handel ƒ1,00 .... voor de leden ƒ0,50. 

Revue semestrielle des publications mathématiques, deel 
1 — 8, van elk twee stukken k ƒ4,00 en bij overcompleete stukken, 
per stuk ƒ2,00. 

Tables des matières des volumes I— Y .... ƒ2,00. 
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Vraagstuk CIII. 

H^ 5 h. Bepaal de meetkundige plaats der middelpunten van 
de oneindig kleine bollen, die een dubbele aanraking hebben met 
de kromme 

a at 

(Dr. P. Zeeman Gz.) 

Opgelost door Dr, P. H. Schoute, Dr. ƒ. de Vries en 
Dr. P. Zeeman Gz. 



Oplossing van Dr. J. de Yries. 

1. De gegeven kromme snijdt den oneindig ver gelegen 
onbestaanbaren cirkel in de punten t=-±Li\ zij heeft dus met 
eiken puntbol vier in het eindige gelegen punten gemeen, 
waarvan de parameters worden gevonden door in 

(X - a:)» + (Y - y)M- (Z ^ zf = Q 

te substitueeren 

Na eenige herleiding vindt men 

i^^ — 2hzt^ -I- (a^ 4- y2 4. -ga 4. j2)^2 _ 2{ay + bz)t + 

+ {x^ + y* + e^ — 2ar + a») = 0. 

Zal de puntbol de kubische ellips in twee punten raken, 
dan moet deze vergelijking herleidbaar zijn tot den vorm 

h^{i — ti)^{t — vf^Q, 
das tot 

Z^^ — 26^1* •\-v)P+V^ (w2 4- ^uv 4- ir*j? - 2b\u + v)uvt + i^w V = 0. 

Derhalve moeten u en t; voldoen aan 

h{u i'v) = z , 6» (w^ 4- 4uü + ©2) == rr» + y« + «* + 6», 

h^ (m ^' v) uv = ay + bz , V^u^a^ = ^r^ 4. y» 4- ;ga _ 2aa; + a\ 

WiMt. Opo., Dl. VIII. 14 
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Door eliminatie van u en v vindt men hieruit 

aV = «* (cfi — 2ax + z^)j 
2dby = « (a;^ + y^ - V). 
2. De substitutie y^mz geeft 

z^ (a* — 2ax + z' — ahn^) = O , 
z(a^ + mH^ - i2 — 2abm) = 0. 

Bijgevolg is de X-as dubbelrechte op het eerste oppervlak 
en enkelvoudige rechte op het tweede. 

Yerder snijdt elk vlak z = const. het eerste oppervlak twee- 
maal iu het oneindige , het tweede eenmaal , zoodat de oneindig 
ver gelegen rechte van XOY tweemaal tot de doorsDijding 
behoort. 

De punten der meetkundige plaats, welke in het vlak 
y^mz liggen, worden bepaald door 

3^-2aa; + a>-a^m* = 0, 

ir^ + mV-6« — 2a6m = 0, 
of ook door 

Hieruit blijkt, dat de meetkundige plaats uit twee ruimte- 
krommen van den vierden graad bestaat, die achtereenvolgens 
bepaald zijn door 

a; = — am*4-aiw + ft, [ x^ — aw!^ — am — J, 

y = w-ar , en I y = mar , 

[ ;2« = - a« (m — 1)* + 2aft , ( e> = — a« (m + 1)» - 2aJ. 

Elke dezer focaalkrommen heeft twee punten met de X-as 

gemeen; deze is dus een gemeenschappelijke koorde. 

h 

"Voor m= levert elke kromme 

a 

6« h 
x^ , 2?»=— a* — 6^, y = z. 
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De beide krommen hebbea dus de hierdoor aangeweeen twee 
punten gemeen. 

A.18 a en & reêele constanten zijn is een der beide focaal- 
krommen blijkbaar geheel imaginair. 



Vraagstuk CIV. 
7 a. Door elk punt van het oppervlak 

waarop de parameterkrommen elkaar rechthoekig snijden, brengt 
men een rechte, die constante hoeken maakt met de raaklijnen 
der in dat punt samenkomende parameterkrommen en met de 
normaal van het oppervlak. Toon aan, dat de verkregen rechten 
slechts dan de normalen van een oppervlak zijn , als de geodetische 
kromtestralen der parameterkrommen een constante verhouding 
hebben. (Dr. P. Zeeman Gz.) 

Eene oplossing van dit vraagstuk is te yinden in de verhan- 
deling van Dr. P. Zeeman Oz. „Eigenschappen van eenige 
bijzondere stralenstelsels" , Nieuw Archief, voor Wiskunde, 
tweede reeks, deel IV, bl. 299—301. 



Vraagstuk CV. 

KIe. In een vlak zijn twee driehoeken ABC en A'B'C' ge- 
geven. Men vraagt naar de meetkundige plaats van het punt P, 
waarvoor de rechten A, B, C, welke met A'P, B'P, CT gelijke 
hoeken maken, door eenzelfde punt gaan. 

(Dr. H. VAN AUBEL.) 



Oplossing van Mevr. A. G. Kerkhoven— Wythofp. 

Het punt A' nemen wij aan als oorsprong van vectoren ; 
den jfeenheidsvector in de richting A'B' noemen wij j3 en dien 
in de richting A'C\ y. Dan heeft nicn voor B' en G' achter- 
eenvolgens c'/3 en h'y, 

14* 
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Wg ttellen nu 






, A . . . . ar.j3 + y.y , 




B a;j|3 + y»y , 




C....x^4-y,r. 




. P p(i + qy- 



Als € den eenheidsTector loodrecht op het ylak voorstelt en 
^ den hoek, dien de Ignen door A, B, C met AT, BT, CT 
insluiten, dan zgn de vergelgkingen van die lijnen 

P^XcP + ycy + z\pP-{'{q — b')y\i^. 
Stellen wij 

^«^ =r r/3 + «7, dan is 
yfP = — «/3 + ry. 

Hier zijn r en- s functies van ^, die gemakkelijk kunnen 
berekend worden, maar die wij niet noodig hebben. 

De voorwaarde, dat de drie lijnen door één punt gaan, is 
de afhankelijkheid van de vergelijkingen in o;, y en e, die 
men verkrijgt als men van de drie waarden voor p de /3- en 
de 7-ontbondenen aan elkander gelijk stelt. 

Xm + xpr--xqs = xt + i/{p — c')r — yqs == Xc -\- zpr — «(j — J')s, 
ffa + xps — xqr = y* + y (i? — c') » + yqr =^ yc ■{- zps + z(q — b') r. 

Uit deze vergelijkingen leiden we de volgende af 
Xar-\' yaS+xp(r^W) = Xtr+yi8'\'y (p — c'X^+gi) = «cr+yc«4-g<r»+«») , 
y.r— a?«5+rr2(r^+s*)=y4r— a:»»+yj(r»-f-«*)=y,r-a;^-|-%-6')(r»+«^). 

De voorwaarde van afhankelijkheid is nu blgkbaar 



= 0. 



p 


p — c' 


(xi — x,)r + (yt -y,)8 


p 


p 


{xc-x,)r + (jf,—y.)s 


i 


q 


(y» — y«) »• + («• -«*)« 


i 


q-b' 


(jfc- y,)r + (x, — x,)8 
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Dit is de Tergelgkiog, op de scheefhoekige assqn A'B' en A'C^ 
van een kegelsnede, die om AA'B'C' is beschreven; want 
voor p = 0, j=0 worden alle termen in de eerste kolom nul; 
voor p = c\ ; = O en p = O, q=:V geschiedt hetzelfde met de 
tweede en derde kolom. De termen in de vierde kolom zijn 
gelijk aan de projecties van AB en AC op dezelfde assen, 
nadat ze een hoek ^ hebben gewenteld; wij stellen ze door 
P, , Pj, P3 en P4 voor. 

Na ontwikkeling vindt men de vergehjkiog 

P36V + (P4<?' - VV,)j>q - c'V^q' - V^Vc'p + P,6Vj = 0. 

Hier kan (P4C' — iT,)^ + 4P2P36V zoowol positief als nega- 
tief zijn ; dit hangt af von den stand en den vorm van driehoek 
ABC en van den hoek ^. De kegelsnede kan dus een hyper- 
bool, parabool of ellips zijn. 



Vraagstuk CVI. 

K 1 d. Op de zijden van een driehoek AjA^Aj heeft men buiten- 
waarts de gelijkzijdige driehoeken AaBjAg, A3B2A, , A1B3A2 en bin- 
nenwaarts de gelijkzijdige driehoeken A^^jA,, A,^,^! ) ^x^^i ^^' 
schreven , waarvan Ij , I3 , I3 , 1, , /j , i^ de middelpunten zijn. Is 
O het oppervlak van A1A2A3, dan heeft men 

A,B,B2 + A,^,^2 = 2O ; A3B2B3 = 3 A3T3T8 ; I, V3 + i,i^\^ = iO ; 
TjBjBj + 1^3 = 3O ; I,i3B3 + /, V3 = 10 ; IJ^B, + hi^^ = f O. 

(Dr. H. VAN AUBEL.) 

Opgelost door J. A. Barrau, Mevr. A. G. Kerkhoven— 
WvTHOFF en Dr. A. J. A. Prange. 

Oplossing van J. A. Barrau. 

Wij noemen de zijden van den driehoek ai , ^3, (I3, de opper- 
vlakken der daarop beschreven driehoeken O,, Oj, O3, de 
stralen yan hun ombeschreven cirkels r, , ra, r^. 

Nu is: 

1) A,B,B3 = A,A3B3 + A,B,A3 + A3B,B3 = 

= O3 + i a,a^ |sin(A3 + 60^) + sin (240^ - A,)\ = 
= O3 + i 0102 . 2 sin 1 50® cos (90° — A3) = 02 + 0. 
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Ai6,62 = AjiiAs + Asiifca — Ai^jA, = 

= _ Oj + i a.d, {siB (A, - 60°) + sin (120" — A,)} = 
= - O3 + i a,flj . 28in 30° cos (90° — Aj) = - O, + O. 

Dus A,BiBa+A,6,ftj = 20. 

2) AjBjBj = A,B,A, + A.BjAj - A,B,Ba = 

= O3 + i ffa«» l«n (Al + 60°) - sin (A, + 120°){ = 
= O, + iajflj sin A, = O3 + O. 
AalJs = AjA.Ia 4- A,A Ja — AJala = 

= i O, + i raa, sin (A, + 30°) — i r^r^ sin (A, + 60°) = 
= iO,+iaaaj{8in(A,+30°)K3-sin(A,+60°)l=èO,+iO. 

Dus AjBaBs = SAalaV 

3) I1V3 = — AsTjIi + AsTjis + Aj/sT, = 

= - Ajlalj + AjAjIa + AifjAj — A,t,Ia + AaT, A3 + 

+ AjAjt, — AaT,», = 
= -i r.ra sin ( A, + 60°) + 4 0^ + i a^r, sin (A,— 30°)— 

- irars8inA,+iO,+ia,r,sin(A2- 30°)- ir.rsSinAj = 
= «0, + i02-ia,flaU8»nA, + iooBA3V3J + 

+ i «fafls li sin A, — i cos A, VS\ + 

+ i «i^s U sin Aa — i cos Aa V'3| = 

I/'S 
=ïO+iO,+i02— Tr^{a,flaC08A,+aaffjC08A,+a,a3CO8A»|. 

«= A2A3T3-A2A3ii-A2^ la+AaAJa-AsAi/a-Ai V2-A3fVi= 
=ia,r38iii(A2+30^) - iO, -irirgSinAa+iaa^ssiDCAi+SO**) 

— i O2 - i r2r3 sio A, — i r^r^ sin (A3 —60**) = 

= — JO, — ^ 02—^^,(12 li sin A3 — i cos A3 1/3 J + 

+ 6 ^2^3 1 T sin Al + i cos A, K3} + 

+ è^i^^s JisinAj + icosAa ^3} + 
= ^0-^0,-^02 + 

1/3 

-\ {«102 COS A3 + ^2^3 COS Ai + a^a^ cos A2t. 

Dub lihh + hhh = i O. 
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4) IiBjBj = A, AjB, + AsAaT, + A,AjAj + AaAjEj - 

— A,B,B2 — AaBaT, — AJ.B, = 

= 0, + i O, + O + Oa — i CjaasinCA, + 120") - 

— i a^r^ sin (A3 + 90"») — i a^u sin (A^ + 90°) = 
= O + ^0, + Oj + O3 - i a,«r2 cosAjl/S + 

+ |öjff3li8inA, — ico8A,l/3{ — ia,a3C08AaK8 = 

= |O+i0, + O2+O3 — ^^^-— (a^cosAa+ajCOsAa) - 

— { OiOa cos A, 1/3 = 

= ^ O — i O, + O2 + O3 — i OiOa cos A, )/3. 

fjijJa = Aièjtj — Aiij», - Ajijtj = 

= A,2>2&3 — AjAiftj 4- A3A1/, + A3»\6j — 

— AiA2è3 + AtA2»i + A2&3»i = 

= - O2— O,+ia2ff38in(120°— A,) + ia2r,8iD(A3— 30")+ 

+ 4 ajr, 8in (90° — A,) + 

+ i (ijr, 8in (Aj — 30") + 4 flan ««» (90" - A^) = 
= - Oa — O3 -i- j a2«ra { i sin A, + i CO8 A, l/3| + 

+ 4or,02i58inA, + 4co8A3K8| + 

+ 4 (T.ffa {i 8in A2 + 4 cos A, 1/3| = 
= — Oj — Oa + 1 + i*j a,K3 . (ajcos A3+ ajCosA^) + 

+ \ «2»» C08 A, 1/3 
= f O + iO, — O2- O3 4- 1 a^a^Qoa A, ^3. 
Dus IjBaBj + t.Mï = 30. 

5) I,faB3 = AaT.fa + K*J^9 " AaT.B, = 

= A3A J, + AjA,«a — AatjT, + A2A,B3 + A, Aa»3 — 

— AiBjij — A2T,B3 = 

= 4 O, + i «irj sin (A3 - 30") — 4 r.r. sin A3 + O, + 
+ 4a3ra8in(A,-30") + 

— 4 flgra sin (A, + 30") - 4 a^r^ sin (A, 4- 90") = 
= 4 O, + O3 + 4 ajffa 14 sin A, — 4 cos A, ]/3| — 

— 4 a^aj sin A, — 4 o,«3 cos Aa 1/3 = 

= -#0 + 4O, + 0, — ya0,V'3{ff2C0sA3+fl3C08A2}— 
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— tV ^10^3 008 Aa 1/8 = 

= — f O + O3 — Vi 0F1Ö3 «w Aa VS. 
131,63 = Aaljfi + AaJjTa — AaVi = 

= Aa Aai, + Aala*! — AaAjIj + A, A263 + Aièala — 

— A| Aala ~~" Aa^si, = 

= i Oi + i n»"» sin A3 — ^ (ï,ra sin (A, + 80°) + 
+ O3 + i flara sin (A, — 80°) — i a^r^ sin (A, + 80°)- 

— i a^r^ sin (90° — Aa) = 

= i O, + O3 - i a.flfa U «n A3 + i cob A3 ^3} - 

— i ö^a^a sin A, — J 0,(13 cos Aa |/3 = 
= — i O + O3 — y'a diflTj cos Aa K3. 

DerhaWe wordt, als men 
l2*i*j = — *ila*3 Btelt, 

IjfaBa + 1,1^*3 = i O. 
6) IJaBa = A JJa + A.Bal, « A.Bala = 

= AiAala + AaA,!, - AalaT, + A^A.Ba + A, Aal, - 

-AaI,B3-A,B3la = 
- i Oa + i aan sin (A3 + 30°) - i r,r2sin{A^ + WP) + 
+ O3 + i dar, sin (Aj + 30^) + 

— i dgr, sin (Aa + 90^) — i flrjra sin (Aj + 90^) = 
= 4 Oa 4- i 0,^2 sin A3 4. O3 + 

i a^a^ } J sin Aa — i cos Aa K3} - \ a^a^ cos A, 1/3= 
= tO+iOa+03 — 4o,a3.ico8A2l/3-iaa(i3COsA,l/3= 
= « O + i O2 + § O3 — yij öafl^a cos A , 1/3. 
hhh = A,t,63 — Ajfjia — A, Vj = 

= A,Aa&3 — Aafta'i — A, Aai'i — Aiiafta — ^9^ih + 

+ A3A,f2 + A3f2ti = 

= O3 — i cigr, sin (90^ - Aa) - ^ 03»", sin (Aa — 30^) - 

— i «3^2 sin (90^ - A,) — 4 aan sin (Aj — 30^) + 
+ i O2 + i r.rr, sin (A3 - 60°) = 

= O3 + i O2 — i a,a2 sin A3 — 

— BÖ^iörslicosAaKS + JsinAal — iaaa3 00BA,l/3 = 
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= — fO + i02 + }03-T*aaaa3 008A,l/3. 
Dus heeft men: 



Vraagstuk CVII. 
D 2 b y. Aan te toonen , dat men heeft 

j_ I I , ^_^ (2« +i)(2n + s)(2n + s).... (4« — 3 ) 
3 "*" 8 ''" 16 "^ Z^2^» + i 4 6 . 8 .... 2n 

, Y^ I (2»+i)(g^ + 3)(2» + 5)" "(4«-"5 )^ j 
"^ Z-' 2«» 4 . 6 . 8 . . . . (2« — 2') 

(Dr. V. A, JULius.) 

Opgelost door C. van Aller, Dr. V. A. Julius, W. Mantel 
^n Dr. C. Stolp. 

Oplossing van W. Mantel. 
Wg stellen de gegeven reeks in deze orde op: 
* * ^ i. ^ 1 IjlI ll^ ^ ®-*^ * 9.11.18 

Verminderen we 1 met den eersten term, trekken van de 
rest den tweeden term af, van de nieuwe rest den derden 
term ens., dan vinden we achtereenvolgens 



1 


3 


5 85 75 10 7 97 12 7.9 


2 ' 


8' 


16 ~ 2» 4 ' 2* 4 ~ 2» 4 ' 2» 4 ~ 2' 4 . 6' 

11 7.9 14 9.11 
2' 4 . 6 ~ 2» 4 . 6 ''"^ 



Deze uitkomsten wettigen het vermoeden, dat we, nadat 
(2p4-l) termen zijn afgetrokken, de rest in den vorm 

(2p+3)(2j? + 5)....(4p + l) 
2^ + » . 4 . 6 . . . . 2p 
kunnen schrgven. 
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Om dit door de aluitrede van n op m 4- 1 te bewijzen , Tcr- 
minderen we de uitdrukking 

(2p+l)(2p + 3>....(4p — 3) 
2* . 4 . 6 (2p - 2) 

met den 2p*«» en den (2p + 1)" term der reeks, dus met 

(2p+l)(2p + 3)...(4p-3) (2j> + 3)(2p + 5)....(4p-l) 
2*+». 4. 6 2p "^ 2*+a.4.6 2p 

Er komt dan 

(2p + 3)....(4p-8) 



22^+2.4.... 2p 



(I6p»-1), 



wat met de boYeoBtaande uitdrukking overeenkomt. 
Schrijft men voor deze rest nog 

1 . 3 . 5 . . . (2^ + 3) (2/> + 5) . ■ . (4j? + 1) 1 3^ 5^ 4p+i 

22p+*. 1.2.3.4.5. . 2p.(2p + 1)"" 2 • 4 ' 6 *'"4/) + 2' 

dan blijkt dat ze tot nul nadert als men p onbeperkt laat aan- 
groeien. Dit biykt o. a. uit het onderzoek van den logarithmuB 
der gevonden uitdrukking. 
En hiermee is het gevraagde aangetoond. 



Vraagstuk CVIII. 

H 5 g. Te integreeren 

(a + 2dx + cx^y^ ^l — 6{a + 2dx + cx^) {d+cx)-y -\'i2{è +cxfy=^ o. 
ax^ dx 

(Dr. W. Kapteyn.) 

Opgelost door Dr. W. Kapteyn , Mevr. A. G. Kerkhoven— 
Wythoff, W. Mantel, Dr. A. J. A. Prange, Dr. A. Toxopeus 
€1% Dr. J. DE Vries. 

Oplossing van Dr. J. de Yries. 

Stelt men ter bekorting a + 2hx + C3? = u, dan is 2(6+cx)=«' 
en de gegeven vergelijking gaat over in 
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uy — Suuy + Su'hf = 0. 
Door de substitutie y = uv vindt men hieruit 

uv" — uV + u"v = 0. 

De regelmaat in deze vergelijking wettigt het vermoeden 
dat men haar zal kunnen bevredigen door een quadratische 
functie van x. 

De substitutie i? = « + 2/3x + yo?^ levert de voorwaarde 
ay — 26/3 + ca = 0. 

Men heeft dus 

y = {a^2hx + cx^){a + 2fix'\'yx^), 
waar ay — 26/3 + ca = O is. 

Hiervoor l^an geschreven worden 
y = (a + 26a: + cx^) [c, (j + cxf + C^ (6 + ex) + Ci (6^ — ac)\. 

Oplossing van W. Mantel. 

Door toepassing van de methode van Fuchs vindt men dat 
de kritieke punten zijn het oneindige en de wortels van 
a -{- 2hx + cx^ = 0; de integralen zijn regelmatig. 

De vergelijking is dus herleidbaar tot een hypergeomotrische. 

Zijn X, en x^ de wortels der genoemde vierkantsvergelijking, 
dan kan men door de substitutie x — Xi = t(x2 — x,) de kri- 
tieke punten in O, 1 en oo brengen. 

De bijzondere vorm der vergelijking wijst hier op een andere 
substitutie, namelijk 

a + 2bx+ cx^ = t, 

waardoor men vindt 

2 (6» - ac + et) fi "^^ - [6 (6-^ ~ ac) t + 5rf^J '|^ + 

+ 6(62 — ac J^ct)y =.- 0. • . 
Om de kritieke punten op hun plaatsen te brengen , stellen wij 
6« — ac -f c^ = (6^ — ac) (1 — ti), 
en yerkrijgen 
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Om den fiu^tor u^ Tan den eersten term tot u temg te 
brengen, stellen wij thans y = u^z; het blijkt dan, dat A ge- 
lijk aan 1 of 8 moet wezen. Kiest men A ==1, dus y-uZy 
dan verkrijgt men de hypergeometrische vergelgking 

2uil-u)^, + (u-2)^-z = 0. 

Daar de algemeene Yorm ^=:F(a, /3, 7; u) .hier wegeos 
y SS — ' 1 niet kan gebruikt worden , soeken we de reeksont- 
wikkeling rechtstreeks. 

De substitutie 0=2 gtu^ verandert het linker lid der diffé- 
o 

rentiaalvergelgking in 

-i9o + 2gr) + S (* - 1) [2(A; + l)g,+i - (2k ^ l)gt] uK 
De coëfficiënten g^ moeten dus voldoen aan de voorwaarden 



2k- 1 
S^i= — i^o en gH-i = 2Jk + 2 ^*^ 



hieruit ?oIgt 



^_ (2<: — 3)(2fe — 5) 3 

^*'" 2i(2ifc — 2) ....6^'' 

Dus wordt 

. /o ^ ^(2i-3)(2i-5)....3 . 

z-M^--)-9.^ ' aA:(2ik-2) ..,.6 ^^- 

Nu is 

^ «; * 4« Z^ 2i(2A-2) ....6.4.2 
Derhalre wordt 

2 = C3,(2-M) + Ca(l-«)». 

Na uitTuering d«r aubstituties vindt men hieruit 
y == (a + 2ix + ca?) [A (6 -f- cxf + B (6 + <?«) + A (i» — ac)]. 
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Vraagstuk CIX. 

H 8 C. Te integreeren 

^ , y — 3 I^Y , 2JF — 2g-f-^ dy 

dx^ "*" 2y(i—y) \dxl "^ (x — a){X'^a+d) dx "^ 

2 (x — ay{x - tf + ^)a(i — ^) °- 

(Dr. W. Kapteyn.) 

Opgelost door Dr. W. Kapteyn, Mevr. A. G. Kerkhoven — 
WijTHOFF «I W. Mantel. 

Oplossing van W. Mantel. 

Een eerste vereenvoudiging wordt te weeg gebraoht door 
de substitutie 

X — a ^ 
x^a + b "^' 

de vergelgking gaat daardoor over in 



. 1 dy y-3 /rfy\' y(l+y) 

"^ < d< 2y(l— y)\d</ "'"2<»(l— y) ' 



^ , 1 dy 



Da TermenigTuldiging met 2P kan de vergelgking in dezen 
Torm worden geachreven: 

d ƒ dy\' y-3 / dyV y(l+y) _. 

Ten opzichte van U ^\ als functie van y is deze vergelij- 
king lineair. Op de bekende wgze vindt men de algemeene 
integraal 

(4r-(r^)'('+'"«'+«^'- 

En door qnadraturen leidt men hieruit af 
hy = t{i, + g + Vil-\-2gy + y^)] [l +gy + Vii +2gy + i/)]. 
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OploBsing van Dr. W. Kapteyn. 
Stelt men y = f{z)^ dan is 



-7-1 zal veryallen, 
als men f{z) laat voldoen aan 

Hiervan is 

/)[«) = (^ + K^^^=1)2 

een oplossing. 
Door toepassing van deze substitutie vindt men de vergelgking 

d^z 2a: — 2a + 6 dz V^z ^ 

d^'^{x^'d)'(x — a + 6) d^ "" 4(a; - af {x~a + bf^ ' 

Nu kan een vergelijking van den vorm 

d^z dz 

door verandering van onafhankelijk veranderlijke tot een ver- 
gelijking met constante coëfficiënten herleid worden zoodra 
voldaan is aan de voorwaarde 



(2PQ + ^)Q-i = const. 



(zie Versl. en Med. der K. Akad. van Wet. 2e reeks, deel XVIII). 
Dit is hier het geval. Substitueert men , in verband hiermee 

X — a 



x — a-\-b ' 
dan wordt de vergelijking omgezet in 
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welke tot integraal heeft 

Hieruit vindt men gemakkelgk de oplossing der gegeven 
vergeiyking. 

Vraagstuk CX. 

C 1 d. Welke differentiaalvergelijking bestaat tusschen de wortels 
der vierkantsvergelijking: 

rrn^ — 2sm + /= o, 
wanneer men heeft 

(Dr. W. Kaptevn.) 
Opgelost door Dr. W. Kaptevn en Mevr. A. G. Kerkhoven— 

WiJTHOFF. 

Oplossing van Mevr. A, G. Kerkhoven— Wijthoff. 
Noemt men de bedoelde wortels m, en m^^ dan is 
(f»! + iWa) r = 2« en m^m^ = f , 



dus 



2 . 2fw,W2 
s on ^ = 8. 



IWj -p WI2 IWj + W2 

Differentieert men deze twee betrekkingen achtereenvolgens 
naar y en naar o?» dan wordt 

da ^ ö / 1 \ . 2 è» 
^ = 2« — ( — -. — + — 

^1 ~T~ ^2 ^1 



öx dy \m, + m^ m^ + ^w.^ dy ' 



è« ^ ö / wi,m2 \ 2m,m2 è^ 
dy "" da? \m, + mj w, + mj öa 



Uit deze twee betrekkingen vindt men twee vergelijkingen 
van den vorm 
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-TT— = Ajï en T— ■= B«. 
dx dy 



Nu is 



of 



4<^^)=è^«^^ 



dy dy "" da? dx 



Maar hieruit volgt 

dA_dB 
dy da? 

Men vindt op deze wgze 



do; \i»i, — mj \ dx \mi4- «a^ »»i + ftia dy liHi-Hiial j 

_d_ /mrHw2 \' j A ( J_\ + 2 A ( J??l!??l_\ j . 
dy W| — ma' 'dy Wi+Wa' fw, +m2 dx \Wi+ ma' ( 

Na eenige herleiding wordt hieruit verkregen 

/ d d\« 
+ (wil — Wa) I iWa X ^1 m, = 0. 



Vraagstuk CXI. 
H 8 a. Te integreeren 

d* dy 

(Dr. W. Kapteyn.) 

Opgelost door Dr. W. Kapteyn, Mevr, A. G. Kkrkhovkn— 
Wythoff en W. Mantel. 
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Oplossing van Mevr. A. G. Eerkhoybit — Wythoff. 

De integratie is terug te brengen tot de oplossing van het 
stelsel 

dx dy dz 



üit de eerste dezer yergelijkingen volgt 

adx + hdy dy 

a[((ïa? + fty)^ + a« + *»] " 2ay(aa? + iy + 2a6)* 

Door de substitutie 

aa? + iy = (a^+6»)iii, y = 6(a« + ft»)-!» 

vindt men hieruit 

2du do. 



M* + 1 "" ttr + 1 ' 
of 

dv 2u 2 



du «^ + 1 w*+l 
De oplossing van deze lineaire vergetyking is 
V = « + (ttM-1) (bgtg tt — C), 



of 

U — V 



+ bg tg M = C. 



ua+1 
De integraal der gegeven vergelijking wordt nu 

aibx — ay) \ ^ u «^ + >y _ . ^ n 



Vraagstuk CXII. 

H 9 a« Bepaal de beide eerste ihtégi-aleh der partieele differen- 
tiaalvergelijking 
Wm. Opo., Dl. YIII. 15 
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^/_^ + (i+./a+^)q(x+^)r-2/^x + (i-h^)/|+(i+i^+^)»=o. 

(Dr. W. Kapteth,) 

Opgelost door Dr. W. Kapteyk en Dr. A. Toxopbüs. 

Oplossing van Dr. A. Toxopbüs. 
De kenmerkende vergelgking 

heeft hier twee gelgke wortels. 
Men heeft nu de hulpyergelgkingen 

dj ^-n (1 +i>^+ 3')* da:+ (1 -H3*)(l +1?» +3*J*dy = O 
Hieruit leidt men af 

en 

waaruit door integratie volgt: 

«+l'(l+f^ + 3*)~* = « 
en 

y + 2(l + P^ + ?*)-* = ft. 

Daar men bovendien heeft 

d2j = pda? + 3dy = (l+/)» + j»)-*(prfp4-3^). 
dus 

^-(l+JP' + 3*)^* = ^» 

zijn de gevraagde integralen 
en 
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Opherkikg. De oplossiag der gegeven differentiaalverge- 
Igking vindt men in Boole's Treatise, Suppl. Volume p. 160. 



Vraagstuk CXIII. 

C 1 gr. Door de transformatie f =/(x, y,s)^n =?(*> y, «), 
? = it (x, ƒ, g) gaat een oppervlak 5 = F (« , y) over in een opper- 
vlak ( = 4» (( , ri). Bepaal de vergelijking van het raakvlak van het 
punt (f, >2, ^), in functie van x^ y, s. (Dr. W. Kaptevn.) 

Opgelost door Dr. W. Kapteyn , Mevr. A. G. Kerkhoven — 
WvrHOFT en Dr. P. Zeeman Gz. 



Oplossing. 

Het raakvlak in een punt {K, n^ K) ▼ftQ het oppervlak 
? = ^(S, n) wordt voorgesteld door 

Nu heeft men blijkbaar 

Door eliminatie van xz- en ^— vindt men uit deze drie ver- 

gelgkingen 

f-5 -n-n 1-Z 

fs+pf» f'>+P*'. ^'M-i-pV' =0, 
A+3A ♦', + ?♦'. f, + ?f. 

waar j) en jt ab faacties van re en y uit «t = F(a;, y) kun- 
nen bepaald worden. 

15» 
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Vraagstuk CXIV. 

J 2 C. Twee personen A en B spelen verscheidene malen ach- 
tereen , waarbij A een kans / , 6 een kans q heeft om ieder afzon- 
derlijk spel te winnen; remise is uitgesloten, dus/-['^=ï' ^^ 
afspraak is dat A het totaalspel zal winnen, wanneer hij m spelen 
achter elkander gewonnen heeft, en B wanneer hij n evenzeer op 
elkaar volgende spellen wint. Welke is voor ieder speler de kans 
om het totaalspel te winnen i^ bij den aanvang van het eerste 
spel, 2° telkens gedurende den loop van het spel. 

(Dr. D. J. Korteweg.) 

Opgelost door C. van Aller , W. Mantel , E. A. J. H. 
Modderman , F. Schuh , Dr. A. van Thijn en Dr. W. A. Wvthoff. 



Oplossing van F. Schuh. 

Noemen we de kans die A heeft om 't totaalspel te winneo, 
op 'toogenblik dat hij a spelen achtereen heeft gewonnen, K«, 
en de kans van A op 't oogenblik dat B h spelen achtereen 
heeft gewonnen, K.^ (zoodat dus 1S.Q de kans is die A heeft 
om te winnen aan 't begin van 't spel). Op 't oogenblik- 
dat A a spelen gewonnen heeft, zijn er 2 dingen mogelijk: 
1ste A wint nog m — a spelen achtereen, waarvoor de kans 
pm-m ig. ÏQ ^q]|^ geval A 't totaalspel gewonnen heeft; 2de A 
wint geen m — a spelen achtereen, waarvoor de kans 1— p*"* 
is ; dan ontstaat na eenige door A gewonnen spelen de toestand 
dat B één epel gewonnen heeft, in welk geval de^kans van A 
om 't totaalspel te winnen nog is K^i. Men heeft dus: 

K«=^«-«4-(l -^p-— )K-i . . . . 1). 

Op 't oogenblik dat B b spelen gewonnen heeft , zijn er 2 
dingen mogelijk: 1ste B wint nog ti -h spelen achtereen, waar- 
voor de kans q'"-^ is; in welk geval A het totaalspel verloren 
heeft; 2de B wint geen n ^ b spelen achtereen, waarvoor de 
kans 1 — f " - ^ is ; dan ontstaat na eenige spelen de toestand 
dat A één spel gewonnen heeft, in welk geval de kans van 
A om 't totaalspel te winnen is K|. Men heeft dus: 



OPGAVEN. N". 114. 221 

K_, = (l-2— »)K. 2) 

welke forinoles (1) en (2) men ook uit elkaar afleiden kan. Zij 
daartoe In de kans dat B 't spel wint als hij reeds b spelen 
achtereen heeft gewonnen, dan is analoog met (1) door letteiv 
verwisseling uit deze yergelijking af te leiden 

L* = 2— * + (l-2— *)L-i. 

Nu is echter L* = 1 — K-j, dus L_i = 1 — Kj waardoor 
boTenstaande yergelijking identiek wordt met yergelijking 2). 

Stelt men nu in de vergelijkingen 1) en 2) a en & gelijk 
aan één, dan vindt men 

K, =r-' + (l-p— OK-a .... 3), 

K_, = (l-3->)K, 4). 

TJit 8) en 4) Ei en E^i oplossende vindt men 

waarin D^^*"^ + j"~i—j>"-*g»-Ms. 
Door substitutie in 1) en 2) vindt men 

K« ~ ^= ..7), 

'"^ D ' ' ^' 

welke vergelijkingen men op soortgelijke wjjse als vooral) en 
2) is geschied, uit elkander afleiden kan. Opgemerkt zij dat 
K_a niet uit Ka kan worden gevonden door het teekén van a 
om te keeren. 

Zoowel uit 7) als uit 8) vindt men nu eindelijk door a of 6 
nul te stellen 

_ p--^l-q-) _ p^' (1 - 9") o. 

JXq — — ; ~ >— — • • • • o I 
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Opmbrriiiqek. Naar behooren is K»=l en E.» = 0,en 
sooals te yerwaohten was neemt E« toe Tan Eq tot 1 als a 
toeneemt van O tot m, terwijl E.» afneemt Tan Eq tot O ak 
b afneemt Tan O tot n. 

Onderstellen we dat p en q geen Tan boide zeer dicht bij 
één liggen, en m en n groot zijn, zoodat we dusjp"*-^ enj""* 
tegenoYor de eenheid kunnen Terwaarloozen ; zjjn Terdertit^a 
en n — 6 nog groot, zoodat ook /?*-• en j»-* tegenover de 
eenheid verwaarloosd kunnen worden, dan is bij benadering 



K =K_ ^' - 



pm^l 

De kans dat A H totaalspel wint, is dus nagenoeg onafhan- 
kelijk van 't aantal afzonderlijke spelen die A of B reeds 
achtereen heeft geifonnen, mits nog een groot aantal spelen 

achtereen moet gewonnen worden. Is - — r = c dan heeft men 



K„ = 



1 



1 +e 

Neemt men nu de getallen n — 1 en m — 1 beide r-niaal 
grooter dan wordt 



K„ = 



1 



l + c 



Zg nu r groot, dan ligt Eo dicht bg één ab c< 1 ia en 
dicht bij O als <; > 1. Het rermenigTuldigen van de getallen 
m — 1 en n — 1 met een groot getal r heeft dos tengevolge 
dat de kana Tan de persoon die reeds de grootste kans heeft 
om het totaalspel te winnen nagenoeg één wordt. 

Men heeft verder streng 

^ _1_ ;?— >g«-'(j>"-j») _ 1 , j g—^p'^-q') 



ïh\'+ 



^n^lpm^Xf^p — cq) 
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zoodat het Tan het teeken Tan p-^ cq afhangt of Kó > of < 

is dan • 

1+c 

Opmerking tak W. Mantel. Zou het spel billgk zijn op- 
gezet, dan moest Ko= Vt wezen. 

Yoor m = 2, w = 3 vindt men p = 0,8958, q = 0,6042, 

voor m = 200, n = 300 vindt men p = 0,4302, q = 0,5898. 

Voor»w = 2, « = 3, ;? = 3 = i is Ko = 0,7. 

voor m = 20, n=SO, p = q = i is K© = 0,9992. 



Vraagstuk CXV. 

J 2 C. Dezelfde vragen te beantwoorden als in Vraagstuk 114 
in de onderstelling, dat remise kan voorkomen (dus/ + ^<i) 
en remise voor beide spelers als een verloren spel wordt beschouwd. 

(Dr. D. J. Korteweg.) 

Opgelost door C. van Aller, E. A. J. H, Modderman, 
F. ScHUH, Dr. A. van Thijn en Dr. W. A. Wvthoff. 

Oplossing van F. Schuh. 

Op 'toogenblik dat A a spelen gewonnen heeft, zijn er 2 
dingen mogelijk: Iste A wint nog m — a spelen achtereen, 
waarvoor de kans j?"*"' is, in welk geval A het totaalspel ge- 
wonnen heeft ; 2de A wint geen m — a spelen achtereen , waar- 
voor de kans 1 — p"*~' is; er zijn dan echter wederom 2 ge- 
vallen nader te onderscheiden, namelijk: 2cc^ het eerste spel 
dat A niet wint wordt door B gewonnen, waarvoor de kans is 

q 
-^ — , in welk geval A een kans E.i heeft om *t totaalspel 
1 "-p 

te winnen ; 2/3, het eerste spel dat A niet wint , is remise, waar- 
f 

voor de kans is , in welk geval A een kans K^ heeft om 

1 —p 

H totaalspel te winnen. Men heeft dus 

\l — p l - p I 
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Op Boortgelgke vfje leidt men de Tolgende TergelgUng af 

K_. = (l-.j.-)(^^K. + j^K,) 2). 

Ook kan meo de Tergelgkiogeii 1) en 2) weer uit elkaar 
afleiden, zooalB dit bij de Torige oplossing nader is aangetoond. 

Door in 1) en 2) a en b gelijk aan 1 en O te stellen, 
Tindt men 

K» =p-i + ^-f^ {3K_x + rK„| 3), 

l—p 

K_i = ^^5"' {pK, + rKo} 4), 

Ko = P" + T-^" {ïK_i + rïo! 5), 

l—p 

Ko = y^ {;>K, + rKo} 6). 

Uit deze vergelgkingeii vindt men 

^(l-g-')(t-;>) 
^ D '^' 

_ p— i(p + g-r)(l-p) 
K. g 8), 

^-' D *^' 

waarin D ^ }"(1 — q) + p"(l — jf)) — i'*j"(l + »") ia. 
Door BubstitutieB in 1) en 2) vindt men dan 

■ _ j»— 'g'<l-g)+p«(l-p)-p"9'(l+0 

_ p-(l-g»-')(i-p) 

^ K_,_ _ _ 11), 
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welke twee Tergelijkingen ook weer uit elkaar zijn af te leiden. 

Opmbrkikg. Wanneer we remise niet opvatten als een ver- 
lies maar als een spel dat niet meetelt, dan is dit vraagstuk 
op eeuTOudige wijze tot het vorige terug te brengen. Immers 
we kunnen dan de remisespelen met H eerstvolgende spel dat 
niet remise is als één spel opvatten , zoodat we bij ieder partieel 
spel doorspelen tot er geen remise is en dan 't partieelspel als 
afgeloopen beschouwen. Nu is dus bij het partieelspel remise 

onmogelijk y terwijl de kans dat A wint is — 7— en dat 

P+ i 

B wint 



P+2 



Opmerkinq vak e. A. J. H. Modderman. In de oplossing 
van dit vraagstuk is die van het vorige vervat. Men heeft 
daartoe slechts r = O te nemen. Dan isl— />=g', \ —q=zp 
en worden teller en noemer van alle voorkomende breuken 
door pq deelbaar. Na deze deeling gaan de uitkomsten dan 
in die van de vorige opgave over. 



Vraagstuk CXVI. 

L^ 15 f. Van een gelijkzijdige hyperbool kent men het punt P 
en den top A. Men vraagt te bepalen 

i) de meetkundige plaats van den tweeden top; 

2) de meetkundige plaats van de brandpunten; 

3) de meetkundige plaats van het snijpunt der raaklijnen in A 
en P. (J. Neuberg.) 

Opgelost door T. J. Allfrsma, J. A. Barrau, Dr. E. Jensema, 
Dr. A. ToxopEUS en C. Wafelbakker. 

Oplossing van C. Wafelbakker. 

Neemt men den top A tot pool en de bestaanbare as tot 
poolas, dan is de vergelijking van een gelijkzijdige hyperbool 



p cos 2Ö + 2a cos ö = 0. 
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Maakt AP een hoek ^ met de poolas en rtelt men AP = I, 
dan is dus 

2a = — l coB 2^ : cos ^. 

Ten opzichte van AP als poolas heeft de tweede top A' der 
hyperbool de coördinaten 2a en ir — f. Dus is de pool verge- 
lijking der meetkundige plaats van A! 

p = ; cos 2^ : cos ^. 

De tweede top beschrgft dus een rechte strophoïde. 

Tusechen de voerstralen dezer kromme en de voerstralen der 
gelijkzijdige hyperbool die AP tot bestaanbare as heeft , bestaat 
dus de betrekking 

pp = P. 

De meetkundige plaats van A' kan derhalve door iDversie 
met het centrum A en en den straal l uit deze hyperbool 
worden afgeleid. 

De brandpunten zullen blijkbaar eveneens rechte strophoïden 
beschrijven, welke uit de gevonden strophoïde ontstaan door 
vermenigvuldiging met ^ ()/2 + 1) en met ^ (1 — 1/2). 

Ten opzichte van het rechthoekige assenkruis; waarvan A de 
oorsprong en AP de X-as is , heeft de hyperbool tot vergelgkiog 

ar^ _ y2 _ 2a:y tg 2^ — te + /y tg = O, 
De raaklijnen in A en P worden dan voorgesteld door 

a? = ytg^ 
en 

a?-/ = y(2tg2^-tg#). 

Door eliminatie van tg ^ vindt men hieruit voor de meet- 
kundige plaats van het snijpunt dier raaklijnen 

l — 2x 
^ / -f 2a? 

Deze is dus de rechte strophoïde, welke door vermenigvul- 
diging met i uit de meetkundige plaats van A' wordt afgeleid ; 
ze is derhalve tevens de meetkundige plaats van de middel- 
punten der hyperbolen. 
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Vraagstuk CXVII. 

L* 16 f. Van een gelijkzijdige hyperbool kent men het punt P 
en het brandpunt F. Bepaal de meetkundige plaatsen van het 
tweede brandpunt en van de toppen. (J. Neuberg.) 

Opgelost daar T. J. Allersma, J. A. Barrau, Dr. E. 
Jensema en C. Wafelbakker. 

Oplossing van T. J. Allersma. 

Ten opzichte van F als oorsprong van een rechthoekig coör- 
dinatenstelsel worden alle kegelsneden, waarvoor P een brand- 
punt is, voorgesteld door 

ai« + y» = (aa: + /3y + 7)». 

Oaat de X-as door P en stelt men FP = a, dan wjjst deze 
vergelijking een gelijkzijdige hyperbool aan, welke door P 
gaat| als voldaan is aan 

y = - a(a±l) 
en 

a^ + ^a = 2. 

De toppen A en A^ en het tweede brandpunt F' liggen op 
de rechte 

welke door F loodrecht is getrokken op de richtlijn 
flfa; + 0y + 7 = 0. 
Voor A en A' vindt men nu gemakkelijk 

Daar men heeft FA + FA' = FF', volgt hieruit dat F' wordt 
aangewezen door 

re = - 2^7 , y = - 2j37- 

De punten A, A' en F' kunnen derhalve voorgesteld worden 
door 
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x = '^fay , y = — //3y, 

waar f een der waarden \ ±^ ]/2 of 2 heeft. 

Door eliminatie Tan a, /3, 7 vindt men voor de meetkundige 
plaats van een der genoemde punten 

{x^ + y^f - 4a /x (ar» + y^) + 402/^^^^ = 2o V^ (ar* + y^) , 
of ip poolcoördinaten 

r = (i/(2co8e±:K2). 

De gevraagde krommen zyn dus allen lima^ons van Pascal, 
waaryan het dubbelpunt in F ligt. 



Vraagstuk CXVIII. 

K 1 C. Op de zijden van driehoek ABC beschrijft men de 
rechtstreeks gelijkvormige driehoeken BCA', CAB', ABC', die achter- 
eenvolgens rechthoekig zijn in B, C, A. Vormen de punten P, 
QV R der ellips van Steiner een barycentrisch drietal, dan gaan 
de rechten door A', B', C' evenwijdig aan AP , BQ , CR of aan 
BQ, CR, AP of aan CR, AP, BQ door een zelfde punt, en is 
dit ook het geval met de rechten, welke door A', B', C' loodrecht 
op de genoemde drietallen worden getrokken. 

(Dr. A. J. A. Prange.) 

Oplossing van Dr. A. J. A. Pranoe. 

Gebruikt men bary centrische coördinaten en noemt do cotan- 
genten van A, B, C en van de aan de zijden van driehoek 
ABC gelegen scherpe hoeken der rechthoekige driehoeken 
achtereenvolgens a, j9, 7 en r, dan vindt men voor de coör- 
dinaten der punten A^ B', C' de waarden 

-(i3-h7), 7 + 1-, /3; 7, -(7+«). « + i-;/3+r, a,-(a + 0). 

P , Q en R aanwijzende door x, , y, , z^ ; yi , ^'j , Xx en 2^1 , a;, , y, , 
heeft men als vergelijkingen der rechten AP, BQ en CR 

y^\ — zyi = Oy ^y, — arrr, = O, yz^ — xx^ = 0. 

De rechten door A', B', C' loodrecht op AP, BQ, CB ge- 
trokken, hebben nu tot vergelgkingen 
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a(r{{a-|-^)y,-l-«a,J4-y,+«,]fy(y, +2,)+2}r0y,— 7»,)+y,+«,} = O 
x|T{7a;,-«y,)+a;,+y,}+y[r{^+7)a;,+^y,J+j,+y,]+«(a;,+y,) = 1). 
ï(e,+x,)-f-y{r(a?,— pa:,)+«,+a;,l+«[r{(y+a)«,+yar,|+e,+«i] = 

Voor de rechten uit A', B', C' loodrecht op BQ, CR, AP 
heeft men verder 

4'l^», + y, (« + ^)H- y,] + y!fx + z [r |x,03 + y) + ^y, l+y,] = O 

x[T\z^{y + a) + yx^+Xt] + y[r\yZ,+(^ + y)Xt\+x,]+ZX,=0 } 2). 
«I + y [>• K«+^)yi + a«i} + zi]4- 2[r jay, +(r + «)«i { +«, = O 

Voor de rechten uit A', B', C' loodrecht op ÜR, AP, BQ 

x\T{azt — ^r,) + «,| +y«', -z[r {yz^ +a:, (jS + y)! — «,] =0 
-«[rjay, +2,(7 + a)| - y,] + y{r(/3y, — 7»,) + y,J 4-«yi = O } 3). 
«P, — y[T O», + yt(a 4-/3)1— a:i] + «fr(y3;,—ay,) + a;,| = 

Voor de rechten uit A', B', C' evenwgdig met AP, BQ, CR 

*i'-2'i - Oyi-7«i)l — yOyi-7^i)+«l'-(2/i+«i)-(/3yi-7^.)l = o | 

a:{r(a-,+y,) — (7ar,-ay,)}+y{ry,— (7a;,— ay,)}— 2(7-ar,-ay,) = | 4). 
— ar(a«i— 0rj)4-y|r(z,+ir,)-(<iz,-/3ar,)l+2{'-a',-(az,— /3x,)J =0 ' 

Voor de lijnen uit A', B', C' evenwijdig met BQ, CR, AP 

X {a!,r + O -H 7) a:, + /3y, I + y {(3 + 7) a:, + /3y, } - 

—x\rxi-(y + a)z, -7a;,H-y{rs-}-(7-t-a)2, ■\-yXi\+ . 

+ z\{y+a)Zi+yx,l=0 f^'- 

x{(a+0)y, +«3,1— y {rz, -(a + /3)y, — az,} + 

+ 3|ry, +(a + 0)y, -|-az,| = O 

Voor de lijnen uit A', B', C' evenwijdig met CR, AP, BQ 

x\T(Zt+Xt)+yZi+{p-{-y)x,\-\-y\yZi+(^-\-y)xA + 

+ z{rz, +7Z, +O + 7)x,|=0 

x\Tyx+ ayi Hy+cc)Zi { + y {r(y, -\-z,)+ay, +(7 + a)z, | + \ ^ 

+ z{ay, 4-(7 + «)2.} = ^''^• 

X \pxt + (« + /3)y,{ + y {rx, +/3a:, + (a + /3) y,| -h 

+ z{r(«, +y,) + 03r,+(a+0)y,}=O 
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Deee zes stellen lijnen gaan elk door één punt, daar de 
minoren van de determinanten, die de oyereenkomstige Toor- 
waarden ge?en, allen als finotor bezitten z^y^ +^124 +2^2;, en 
deze Torm nul is, wanneer het barjcentrisch pnntentripel (ge- 
legen is op de ellips van Stbinbr. 



Vraagstuk CXIX. 

L^ 2 b. Gevraagd 

a) de meetkundige plaats der hoekpunten , 

If) de omhullende der zijden , 

c) de meetkundige plaats der middelpunten 
van de gelijkzijdige pooldriehoeken eener ellips. 

(Dr. P. H. ScHOüTE.) 

Opgelost door Dr. P. H. Schoüte en Dr. P. Zeebcan Gz. 

Oplossing van Dr. P. H. Sohoüte. 

ar* y* 
1. Stelt -— + -—= 1 de ellips voor en zyn 
a^ b^ 

Xi ] x^+p cos (a + 30®) ( x^+p cos (a — 30"*) 
Vi r 2/, +psin(a + 30®) )' y, + p sin (a - 80®) 

de coördinaten van de hoekpunten des gelgkzgdigen driehoeks, 
dan gelden de drie voorwaarden 

b% [x, + p cos (a ± 30®)] + a% [y, + p sin (a ± 80®)] = a»6», 

b^ [x, + p cos (a + 30®)] [a-i + p cos (a — 80®)] + 

+ a» [y, + p sin (a + 30®)] [y, + p sin (a - 80®)] = a>6», 

welke zich laten herleiden tot 

2(6«x,» + a«y,« - aV) + p (6«:r, cosa +aVi 8ina)K3 = O , 

b^Xx sin a = a*y, cos a , I ^ i), 

4(6V,+ay, - a»6«)=:p«[(3co8^a-8in»a)6M (8sin»a— cos»a)]. 
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nSerait vindt men 

tga = --^, coBa = -—====, 8in tt = - — ^' 

en 

2(6«x.« + a«y.«-a«& «) 
''^^ = ~- Vai,' + b%* " 

Door inyoeging dezer waarden in de derde der yergelgkio- 
gen 1) yindt men, na weglating der aanwgzers bij Xi en yi , 
▼oor de vergelgking van de meetkundige plaats der hoekpunten 

dus is deze een kromme van den vierden graad met een dub- 
belpunt in het middelpunt der ellips, waarvan de assen der 
ellips symmetrie-assen zijn. 

Yolgens de wet van wederkeerigheid blijkt de omhullende 
der zijden nu een kromme vaoi de vierde klasse te zijn, die 
eveneens de assen der ellips tot symmetrie-assen heeft en waarvan 
de lijn In het oneindige een dubbelraaklijn is. 

2. Ter bepaling van de meetkundige plaats van het mid- 
delpunt des driehoeks nemen we 

Xt+pcoBa ) Xi+p cos (a-f 120*) | rc,+p cos (a— 120®) 
y, +psina} ' y,-|-/()sin(a+120®) I ' y,+/osin(a— 120®) 

als coördinaten der hoekpunten aan. Vervangen we kort- 
heidshalve b^Xi^ + ah/i^ — a^6* door Ei en a^ — b^ door c«, 
dan vinden we de drie voorwaarden 



2E, +/) {b\ cosa -f a\ sin a) — p^ (6* cos^a-f a^ sin*») = O 

b^i sin a — a^ifi cos a =^ c^p sin a cos a 
4E, — ép {h^Xx cos a 4- a^t/x sin a) + 

+ /oM6*cos*a + a>sin^a — 3a*cos«a— 36»sin*a)=:0 ' 



. . 2). 



üit de eerste en derde vindt men door eliminatie van den 
middelsten term 

4E, =(a»-l-6«)p» 3). 

Daarna geeft qnadrateering van 
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2 {V^Xx sin a — a^y, cos a) = c^p sin 2a , 
2 (6*Xi cos a -j- a^y, sia a) = c*p cos 2a 

en optelling 

4(6*ar,2 + a*y,a) = c*p» 4) 

Dus Yolgt uit 3) en 4) met weglating der indices 

c*E = 4 (a« + 62) ^p^^ + ^y ) 

of 

aja yJ 






= 1. 



Yoor a > i KS is de meetkundige plaats der middelpunten 
dus een hyperbool. 

Opmerkingen van Dr. P. Zeeman. 1. Eene oplosmng ?an 
de onder a) en c) gestelde vragen komt voor in A eoUedion of 
examples and problems on conics and sotne of the higher plane 
curves by R. A. Roberts, M. A. Dublin and London 1882, 
bl. 13 en 21. Daarin wordt vooral de meetkundige plaats der 
middelpunten van de gelijkzijdige pooldriehoeken op zeer een- 
voudige wijze afgeleid, door gebruik te maken van de invari- 
anten A, 9, G', A' (notatie van Salmon). 

2. In 't volgende wordt een andere, wel is waar iets langere , 
doch elementaire oplossing gegeven van het meer algemeene 
vraagstuk : 

Te bepalen de meetkundige plaats der hoekpunten van 
alle pooldriehoeken eener ellips, die gelijkvormig zijn met een 
gegeven driehoek, zoodat de hoeken een gegeven grootte 
öc, /3 en 7. hebben. 

Zoeken wij de meetkundige plaats van 't hoekpunt C van den 
hoek 7. Laten de coördinaten van dat punt zgn Xi en y, ; 
de vergelijkingen der zijden CA en CB van den pooldriehoek 

Y — y, = w, (X - x,) , Y - y, = ma (X — oh) . . . 1). 
Deze rechten moeten toegevoegd zijn ten opzichte van de 



tusschen de richtingscoëfficienten m, en niz bestaat 
dus de betrekking 

;w,W2 (a2 — x'i^) +- (m, -f m^) x^y^ -f (A» r- y,«) = O ... 2). 
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Yerdèr moeten dé rechten CA en CB hoeken a en ^ maken 
met de derde zgde yan den pooldriehoek, d. L de podlgn van C. 

Omdat de ricbtingscoëfficient dier poolign ie ^ zal men 

«Tl 
hebben 

tg« = -— j5^— . tg^ = --— ^^— ...3), 

of twee betrekkingen I die men hieruit Terkrggty door a en /3 
te yerwisBoIen. 
Uit de betrekkingen 8) vindt men door Mtt en m, op te lossen 



JÜ|"^IW2 



^ (tg a- tgfi){a%^-b%^)-2a^b^x,y^ tg tf tg/3-2a«ft«a?,y, 
(tg a - tg /3) a'b^x^i/, - b%^ tg a tg /3 + a^i^ 



^ (tg g - tg ff) a»6^ariyi + g^y^» tg « . tgp - b%^ 

' ' (tga~tg/3)a»6»x,y,-tVtga.tg^ + aV * 

Substitueert men dese uitdrukkingen in de betrekking 2), 
dan verkrggt men de meetkandige plaats der hoekpunten G 

yan die pooldriehoeken der gegeyen ellips ~y + t^ «» 1 9 waac- 



a* 



yan de hoeken gegeven grootte a, /3 en y hebben, terwijl C 
het hoekpunt van den hoek 7 is. 
De yergeiykiog dier meetkundige plaats is 

(6^x»+aV)^— o^6H&^^-haV)~c32:y(tga-tg^) (6V-|-aV-a«&^) f 

tgatg/3(oV+&^^ — c*^^^ = .... 4). 

Eigenlijk is dit slechts een deel der meetkundige plaats van O. 
Het andere deel verkrijgt men door eenvoudig a en j3 te ver- 
wisselen. Derhalve : 

De meetkundige plaats van elk hoekpunt van een pooldriehoek 
eener ellips^ die een gegeven vorm heeft ^ bestaat uit ti»ee 
hiquadratische krommen. 
Wmk. Opo., Dl. VIII. 16 



M 1)1 ,iar:^ ^,, ^w valten de beide krommen samen, en heeft 
^l^^i. ' . i.-. • r .- .. . 

1)« meetkundige plaats der toppen van alle gelijkbeenige pool 
driehoeken eener ellips^ bij welke de hoeken aan de basis een 
gegeven grootte a hebben^ is de biquadratische kromme 

Yoor geiyk^ijdige pooldriehoeken vallen de meetkundige 
plaatsen der hoekpunten samen en verkrijgt men 

De meetkundige plaats der hoekpunten van alle gelijkzijdige 
pooldriehoeken eener ellips is de biquadratische kromme 

(V^j^+aYf -(ft V+aV) ö'ft*+3 (&V+aV-^^cV) = O . . 6). 

3. De vergelijking 4) stelt, wanneer men daarin aan a en j3 
alle mogelijke waarden geeft, een net van biquadratische 
krommen voor. Deze krommen hebben in 't algemeen een dub- 
belpunt in het middelpunt der gegeven ellips. Kaaklijnen der 
kromme in dat punt zijn de beide rechten, bepaald door de 
vergelgking 

o»ft» {Vh^ +aV)— a2bV(tga — tg/3) a^y-tga tg0(5V+aV) = 0. 

Deze raaklijnen kunnen imaginair zijn, in welk geval het 
middelpunt een geïsoleerd punt wordt. 

Wanneer zich dit geval voordoet , zullen wij niet in *t alge- 
gemeen onderzoeken , doch alleen in H bijzondere geval , dat 
wij met de kromme 6) , de meetkundige plaats der hoekpunten 
van gelijkzijdige pooldriehoeken der gegeven ellips, te doen 
hebben* In dat geval zijn de raaklijnen in 'tdubbelpunt 

&* (36» — a^) x" + a* (3a» « b») y* = 0. 

Deze zullen (voor a>b) alleen dan reëel zijn , wanneer 3&^ < a> 
is. Is 3&» = a», dan gaat de kromme 6) over in 

(ar» -3y»)« + 726 V = 0. 

Yan deze kromme zgn alleen reëel het middelpunt der ellips 
en de beide punten in 't oneindige op de rechten x^±iy K3. 
In dat geval vormen de gelgke middellynen der ellips een hoek 
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Yan 60^ met elkaar en is de oenige reêele gelijkzgdige pool- 
driehoek van deze ellips de driehoek die de drie reëele punten 
der kromme tot hoekpunten heeft. Is 3&^ > a^ dan toont men 
langs eeuToudigen weg aan, dat de kromme 6), op het centrum 
der ellips na, dat een geïsoleerd punt zal zijn , geheel imaginair 
is. DerhaWe : 

Bij een ellips komen alleen dan gelykzijdige pooldriehoeken 
voor , wanneer de hoek gevormd door de gelijke middellijnen dier 
ellips kleiner dan 60^ is. 

4. Op de volgende wijze kan men, voor een gegeven ellips, 
gelijkzijdige pooldriehoeken construeeren. Laten OAi(=ai) en 
OBi (=&i) twee toegevoegde voerstralen zijn, P, op OA, gelegen, 
een hoekpunt van een gelijkzijdigen pooldriehoek. Is de koorde 
OH, evenwijdig aan OB, , de pooUijn van het punt P, dan 
verkrggt men dien gelijkzijdigen pooldriehoek door uit P 
twee rechten PO en PD te brengen , die met OH hoeken van 
60^ maken ; de beide punten C en D moeten dan ten opzichte 
van de ellips toegevoegd zgn. 

Is nu OP = /o en Q het snijpunt van OP met GH, dan zal 

OQ = -^ en dus PQ = zgn. Is verder ^ de hoek , 

P P 

dien de toegevoegde middellijnen OA] en OB, met elkander 

maken, dan volgt uit de driehoeken PQC en PQD 





PQ: 


QC = 


un 60» : 


8in(60*»-#) 






PQ: 


QD = 


sin eO" : 


8111(60» + ^). 




Derhalve 












QC 


.QD 


= PQ» 


Bin(60'*- 


- ^)8ia(60<» + #) 




sitt» 60" 






(pa 




Bin(60* 


' - ^) sin (ÖO» 


+ ♦) 






sin» 60» 





Daar de punten O en D aan elkaar toegevoegd zgn ten 
opzichte van de ellips, is 

QC.QD = QH^ = v(l--^) = V^^-^- 



^ i 
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Door gelgkatelling der beide voor QO • QD geroaden waarden 
Tindt men 

p» — a,» = 



sin (60^ + ^) 0in (60^— #) 
of 

r>2 — /,.2 — * 



p--a, 



' 3 008^ ^ — sin^ ^ 

Brengt men nu door B, de rechten B,L en B,N, die beide 
met OB, hoeken yan 60^ maken en 0A| in L en N snijdeD, 
dan ie 



sin (60^ + f) ' sin (60° - ^) 

Dus heeft men 

pa-a,^ = ÜL.ON of PA, . PAa = OL . ON. 

Hieruit leidt men een eenyoudige constructie van 't punt 
P af, die zich ook laat uitvoeren Toor het geval, dat P niet 
hoekpunt van een g^ljjksgdigen pooldriehoek der ellips, doch 
van een pooldriehoek van gegeven vorm moet zijn. 



Vraagstuk CXX. 

L' 18 a. Welke betrekking bestaat er tusschen twee kegelsneden, 
wanneer de in varianten A, e, e', A' (notatie van Salmon) verbon- 
den zijn door de vergelijking 

Ae'' = A^e». 

(Dr. F. H. ScHOUTE.) 

Opgelost door W. Mantel en Dr. P. H. Schoute. 

Oplossing van Dr. P. H. Schoüte. 

1. Nemen we aan, dat de vergelijkingen der kegelsneden 
op den gemeenschappelgken pooldriehoek in den vorm 
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gegeven zijn, das vinden we 

A=l, = a + b + Cj e' = bc+ca+ab, £i' ^ abc. 

Onderstellen we, dat de beide krommen beschreven zijn om 
denzelfden driehoek en stellen we 

8 = 2(yz + zx + xy) = 0, S' = 2 {ayz + bzx + cxy) = O, 

dan is 

A = 2, e = 2(a + 6+c), & = 2(bc + ca + ab), A' = 2a6c 

Ia het eene geval zijn dus de invariantenwaarden evenredig 
met die van het andere. 

2. De vier snijpunten van 8 eii S' geven met een wille- 
keurig punt van S (of 8') verbonden een standvastige dubbel- 
verhouding X (of XO' We zullen deze in de invarianten uit- 
drukken. 

Maken we van het tweede stel vergelijkingen gebruik en 
leggen we het bewegelijke punt in het sDJjpunt y = 0, z = Oj 
dan is X de dubbelverhouding van het viertal lijnen bestaande 
uit de raaklijn in dit punt aan 8 = 0, de y-as, de z-as en de 
Ign (c — ff) y = (^ — b)z naar het vierde sngpunt, waaraan in 
den vorm y = fiz achtereenvolgens de waaarden 

- 1, 00, O, 

c — a 

van /tl beantwoorden. Langs den door Clbbsch aangegeven 
weg (CiiBBSCH-LiNDBMANN, I, blz. 229) bepalen we de ver- 
gdgking, die de overeenkomstige zes dubbelverhoadingen tot 
wortels heeft. Ku is de biquadratische vei'geiykiBg in /» met 
de vier aangegeven wortelwaarden 

(c - a) ^» + (6 + c - 2a) /«* + (t - a)M = O, 

en hieruit volgt dan voor de invarianten i en j 

i = 2[-(6-a)(c-a)4-i(6 + c--2a)^, 
y= l(b-a)ic^a)^i(b+c-2a)]{b + c-2a) 
en dus (t a. p., blz. 239) 
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(1 — A + X'f (6» + c> 4- o« — te - ca - ahf 



(1 +X)»(2— A)»(l - 2A)* (6 + c- 2a)«(c+a-26)»(a+6-2c)> 



- 90» A + 27A*A0* 

Dus Tormen de Tier engpunten op S = O 
een harmonisch quadrupel voor 29^— 909'A + 27A>A'=O 
en een hequianharmonisch quadrupel yoor . . . 0^ — 3A0'sO. 

8. Wanneer is A = A'? Eigenljjk, d. w. z. als de volgorde 
in beide geyallen dezelfde is, wanneer de kegelsneden samen- 
yallen (a = 6 = c = 1). Doch het zestal waarden A wordt ook 

gelgk aan het zestal waarden A' voor A = — of A = 1 — A' enz. 

Schrgven we eenvoudigheidshalve p, ;, r, s yoor A, 0, 6', A', 
dan gebeurt dit dus yoor 

(g2 _ 3^)3 _ (29» — 9pqr + 21p^8f 



(r» — Sqsf (2H - 9grs + 27|)S^« ' 
waaraan klaarblgkelgk yoldaan wordt door te stellen 

r» 8 

Dit is werkelijk de verlangde voorwaarde. Want deze moet 
in de coëfficiënten a, bj c van den zesden graad zgn. Immers, 
als S' = vervangen wordt door S + v8' = 0, is ze, omdat 
er klaarblgkelgk in den bundel zes kegelsneden zgn, waarvoor 
de voorwaarde A' = A geldt, in v van den zesden graad. De 
overblijvende factor komt voor in den vorm 

4a»/3* + 3a0/ + 7* = O, 
waarin 

a = q^— 3pr , /3 = r* — 3q8 , 7 = jr — 9ps 

is. Aan deze vergeljjking voldoet werkelijk de onderstelling 
a=zb = c=l. Wat beteekont ze in het algemeenP 

4. Natuurlijk is het niet moeielgk het overeenkomstige 
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onderzoek met betrekking tot dé yier gemeenscbappelijke raak- 
lynen te voeren. We gaan dan uit van de tangentieele ver- 
gelijkingen 

u^ v^ t€^ 
a^ o* (r ■ 



Dan in 
(l— X+A»)» 



\a» ^ h» <? bc ca ah) . 



(H-A)»(2- \)\\ - 2A)»~ /i , L _ 2 \» /l^ L _ ?.V /L 4. L _ ?.\* 

U ■*"c aWc'^a hl \a^ b cl 

t 

(2(9'» — 9öe'A' + 27AA'^)*' 

Hieruit volgt derhalve de algemeene stelling: 

„De dubbelverhouding, die de vier gemeenBchappelijke puüten 

^van S en S' in S (of S') bepalen, is gelijk aan de dubbel- 

„verhouding der vier gemeenschappelijke raaklijnen van S en S' 

^om S' (of S)." 

Deze uitkomst is meetkundig onmiddellijk duidelijk , als men 

de kegelsneden 

S=a:2 + ya + «» = 0, S'=aa;2-f by^ + c? = 

beschouwt als eikaars weerkeerige poolfiguren met betrekking 
tot de kegelsnede 

x^Va + y^Vb + z'Vc = 0. 

Zoo vindt men ten slotte, dat A0'» = e3A' de voorwaarde 
is, waaronder de vier snjjpunten in S en de vier gemeenschap- 
pelijke raaklgnen om S hetzelfde zestal dubbelyerhoudingen 
bepalen. 



Vraagstuk CXXI. 

N* 1 d. Men vraagt een onderzoek van het stelsel quadratische 
oppervlakken 
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. • s'^x^ + l^y^ + c^w" + (p^ + c^ — a^yM + {c^ + a^ — l^)zx + 

+ {a* + b* — c^xy = As{s-a)(s — b)is'^c), 
waarin 2s = a + b + c is. (Dr. P. H. Schoute.) 

Opgelost daar Dr. C. Stolp en Dr. A. Toxopeüs. 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 
1. Wij nemen O <a^b^c aan en stellen 

of 

a«==B + C, 6^ = C + A. c»=A + B. 

Onze vergelijking wordt dan 

iB + C)x' + (G-\'A)y^-\'ik+B)z' + 2kyz + 2Bzx + 2Cxy = ?, 

of wel , na een kleine herleiding 

A(y + zy + B{z + xf + C{x + yf = P 1) 

Blijkens de gemaakte onderstellingen zijn A, B, 8, 5 — a 
en s — 6 altijd positief en heeft F hetzelfde teeken als s — c. 

Is nu a^ + b^>c^^ dan zijn C , 8 — c en P eveneens positief 
en is 1) de vergelijking eener ellipsoïde. 

Is (a + by > c^>a^ + 6^, dan zijn « — c en P nog positief, 
maar is C negatief. Het oppervlak is een hyperboloïde met 
één blad. 

Is eindeljjk c> a -f-ft, dan zijn « — c, P en C negatief en 
stelt. i) een hyperboloïde met twee bladen voor. 

Tussohen deze drie hoofdvormen staan als overgangsvormen 
de elliptische cylinder (C == 0) en de quadratische kegel (P= 0). 

In het eerste geval heeft men a* + 6^ = c?, dus A = h\ 
B = a^ 2s (s — c) = aft, 2 (s — a) (s - b) = aft, P = a^ft^, en 
wordt de vergeljjking van het oppervlak 

(y + g)' . {z + xf _ , 

a» "*■ V" ""^' 
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In het tweede geval is a+ft = c, A=b(a + 6), B = a(a + 6), 
C = — ab en de yergelijking van den kegel is . 

(y + zy ^(z + xy (a^ + y)'_Q 
a b a + b 

2. Door de coördinaatassen te laten Bamenvallen met de 
assen Tan het quadratisch oppervlak , geraakt men tot een ver- 
gelijking van den vorm 

K^ n^ 2? 

— + — +— =P, . 2) 

^1 M2 fiz 

waarin fi^ fi2 en /i, de wortels eener derde-machts-vergelijking 
zijn. Daar men nu de uit 1) verkregen uitkomsten even goed 
moet kunnen afleiden uit 2) , zullen de teekens van /u, , /i^ en /i, 
moeten overeenstemmen met die van A, B en C, en zal dus 
de derde-machts-vergelijking zelve daarvan het kenmerk moeten 
dragen. Het laatste willen we even aantoonen. 

Het oppervlak 1) wordt door een boloppervlak x^ + tf^+ z^=^P 
gesneden volgens een spherische ellips. Om de vergelijking te 
verkrggen van den door deze kromme gaanden kegel , die zijn 
top in het bolmiddelpunt heeft , moet men P uit de vergelijking 
van den bol en die van het gegeven oppervlak 1) elimineeren. 
Doet men dit , na eerat de vergelijking van den bol geschreven 
te hebben onder de gedaante 

(Sf + 2y + (z + xf + (x + yy-{x + y + zy^fiP, 

en vervangt men daarna y + z^ ^r + a?, x + y door m, p, u^, 
dan vindt men 

P = (Aai — l)w^ + (B/i — l)r2 + (C/u— l)M^2^}(M + t^ + M^)*=0. 

Wanneer nu ft een der bijzondere waarden heeft, die de 
spherische ellips in twee bestaanbare of onbestaanbare cirkels 
doen overgaan, zal de kegel in de twee cirkelvlakken ver- 
anderen en zullen de drie vlakken 

2 ^ = 4 (B/M - 1) r + w + t? + M? = O, ) . . .. . . 3) 

èF 

2^ = 4(C/ii-l)M; + M + t? + tt' = 0, 
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elkaar BDJjdeD ToIgenB do doorsnede dier cirkelvlakkcn, d. i. 
Yolgens een as yan het quadratisch oppervlak. De eliminade 
der verhoudingen van u^ v en w voert dan tot een identiteit, 
die men gemakkelijk verkrggt, wanneer men de vergelgkingen 3) 
achtereenvolgens door A/u — 1 , B/i — 1 en C/i — 1 deelt en ze 
daarna bg elkaar optelt. Men krijgt dan, na weglating van 
den factor u + v + tCj 



' A^ - 1 • B/l -• 1 ' C/u — 1 

Wij geven aan deze vergelijking nog een andere gedaante 
door bij elke breuk de eenheid op te tellen , den eersten term 
met 3 te verminderen en de geheele vergelijking door fi te 
doelen. Ze wordt dan 

Uit den vorm dezer vergelijking blijkt nu, dat de wortels 
het product M ^ /u (A/i — 1) (B/i - 1) (C/t* — 1) tot een maximum 
of een minimum maken. Ze scheiden dus de wortels der ver- 
gelijking M = 0, waarvan er slechts één, n.1. — negatief kan 
zijn. Is het laatste het geval, dan bezit 4) één negatieven 
wortel tusschen O en — ; is C positief, dan zgn alle wortels 
van 4) positief. 

3. De vergelijkingen 3) , die de assen leveren , kunnen ver- 
vangen worden door 

(A/x — l)w=(B/u— l)t; = (C/x— l)M; = -i(tt+t? + tr), 
of, wat hetzelfde is, door 

(A/u--l)(y+;?)=(BM--l)(^+x)=(C/i--l)(a:+y)=-K^+y+^)- • -ö)- 

Yan deze vergelijkingen kan men altijd de eerste twee ge- 
bruiken , behalve voor een enkele as in één der gevallen 6 = a 
of & = c. Is b.v. b = a, dus B = A, dan heeft M twee gelijke 

JjLT 

factoren Afi — 1 en bezit de vergelijking M' ^^— = O (d. i. de 

dfA 
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Yergeljjking 4) met het product der noemers vermeuigyuldigd) een 

wortel ;! = -—• Voor deze waarde van fi gaan de vergeljjkin- 
A 

gen 5) over in 

x + y = en x + y -^-2=^0. 

Het ylak x = yj dat door het middelpunt loodrecht gebracht 
wordt op de door de laatste vergelijkingen bepaalde as, is 
natuurlijk een hoofdvlak, wat ook onmiddellijk uit 1) kan 
afgeleid worden. Is n.1. A = B, dan zijn x en y verwisselbaar 
on is dus het vlak x = y een vlak van symmetrie. 

Yoor het geval b ^ c geldt dezelfde beschouwing. Het 
oppervlak is dan een ellipsoïde (C = B > 0) en het vlak y^z 
een hoofdvlak. 

Is eindelijk a=b = Cj dan is 2^ = 0; een derde hoofdvlak, 
dat door de doorsnede van de eerste twee gaat, zoodat het 
oppervlak een om wentelingsellipsoïde moet zijn met. de rechte 
X ^=: y=^z als omwentelingsas en het vlak x + y '\- z = als 
aequatorvlak. De vergelijking M' = O heeft dan twee wortels 

— en één wortel jj- , zoodat de vergelijking 2) overgaat in 

Uit deze vergelijking blijkt nog, dat de straal van den 
aequator gelijk is aan de geheele omwentelingsas. 



Vraagstuk CXXII. 

K 6 b. Men beschouwt als coördinaten van een rechte haar 
afstanden », v^ w tot de vaste punten A, B, C. Welke identieke 
betrekking bestaat er tusschen Uy v, w en de bepalende grootheden 
van driehoek ABC? (Dr. P. H. Schoute.) 

Opgelost door T. J. Allersma, J. A. Barrau, Dr. E. 
Jensema , Mevr. A. G. Kerkhoven— Wythoff , Dr. A. J. A. Prange, 
Dr. A. VAN Thijn, Dr. A. Toxopeus en Dr. J. DE Vries. 
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Oplossing van Dr. A. van Thuk en Dr. J. de Vries. 

Zijo Tan een rechte de coördinaten u en v gegeren, dan 
kan zij gevonden worden als gemeenschappelijke raaklijn van 
twee cirkels, die A en B tot middelpunten hebben; en wel 
heeft men te maken met uitwendige of inwendige raaklijnen, 
naar gelang u en v gelijke of ongelijke teekens hebben. 

De betrekking tusschen u, v en to bevat dus elke dezer 
grootheden tot den tweeden graad. Dat ze geen termen van 
den vorm u^v^ of uh kan bevatten, blijkt uit het bestaan van 
een rechte, waarvoor men heeft u = 9:= — w; in deze onder- 
stelling moet de verlangde betrekking een zuivere vierkaata- 
vorgelijking in w opleveren, omdat men de coördinaten allen 
van teeken kan laten veranderen. 

Uit de laatste opmerking volgt dan nog, dat de vergelijking 
ook geen termen van den eersten graad kan bevatten. Wij 
stellen dus 

Au^+Btf' + Cw^ + k'vw + B'wu + C'uv = D. 

Hieraan moet voldaan worden door ti = O, 9 == O , ir= dt A^ 
Derhalve is Ck\ = D of 4CA^ == c'D. 
We kunnen nu stellen 

a»M* + h^v^ + <?w^ +pvto + qwu + ruv = 4A'. 

De rechte door A evenwijdig met BC heeft tot coördinaten 
II = O , V = w^=h^, Bggevolg is 

(6» + c« +p) K^ = 4A« = a»A.», 
dus 

p = a^ — 6^ — c* = — 26c cos A. 

Ten slotte heeft men derhalve de betrekking 

a«a2 4 JV + c^M?* + (a" - b^ - er») ptr + (6» — c» — a^)wu + 

+ (ca_ a^ - i^) ttp = 4A^ 
of 

a^u^ + b^v^ 4- c^w^ — 2bcvw cos A — 2cawu cos B — 2abuv cosC = 4A^ 

of 

a^ (w— i?) («—te?) + ft^ (t?— w) (v—w) + (^ (u?— w) (w—v) = 4A^ 
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Opmerking. Dit vraagfituk komt, met een schema voor de 
oplossing , Toor in Caset , Treatise on the Analytical Geometry, 
1893, bl. 76 en in Rilling, Lehrbuch der analytischen Geo- 
metrie in homogenen Eoordinaten, Paderborn 1900, Ie deel, 
bl. 25. In het 2e deel vindt men, op bl. 25 de uitbreiding 
op de ruimte, dus een betrekking tusschen de afstanden van 
een vlak tot de hoekpunten van een viervlak. Deze kan op 
soortgelgke wijs worden afgeleid als met de bovengevonden 
vergelijking is geschied. (Red.) 



Vraagstuk CXXIII. 

H' 8 h j3. Men vraagt de rechten te bepalen , welke gelegen 
zijn op het oppervlak 

xyz + ö(^ -\ry^ + ^) + ^ (o: + ^ + «) + ^ = o. 

(Dr. J. de Vries.) 

Opgelost door T. J. Allersma, Dr. C. Stolp, Dr. A. 
ToxopEUs, Dr. J. de Vries en Dr. P. Zeeman Gz. 

Oplossing van Dr. J. de Vries en Dr. P. Zeeman Oz. 

Een willekeurige rechte evenwijdig met de Z-as bevat slechts 
een in het eindige gelegen punt van het oppervlak 

a?y^^-a(a:y + ir5?^-y^) + i(a?+y^-^) + c = . . . 1); 

het oneindig ver gelegen punt van OZ is dus een dubbelpunt. 
De raaklgnen in dit punt vormen het hyperbolische cylindervlak 

a?y + a(a? + y) + 6 = 2). 

Evenzoo zijn de oneindig ver op OX en OY geplaatste 
punten kegelpunten van het oppervlak. Men ziet gemakkelijk 
in, dat er geen vierde kegelpunt is. 

Het oppervlak bevat dus, behalve de drie in het oneindige 
gelegen verbindingslijnen der kegelpunten , negen rechte lijnen ; 
daarvan gaan er twee door elk kegolpunt, terwijl de overige 
drie elk gelegen zijn in een vlak dat het oppervlak lange de 
verbindingslijn vaü twee kegelpunten aanraakt. 
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Een dezer drie rechteo is blijkbaar de doorsaede van de 
Tlakken 

en 

(a'^b)(z+?/) + (ab-c) = 3). 

De andere twee zijn aangewezen door 

x + a = 0, (a^-b)(y-^z) + (ab-c) = . . . .4); 
y-|.a = 0, (a^ — ft)(;r + 5) + (a4 — c) = . . . • 5); 
met de eerste liggen ze in het drievoudige raakvlak 

(a^-6)(a: + y4-s) + (a^-c) = 0. ... 6). 
Scbrijft men de vergelijking van het oppervlak in den vorm 
[xy + a(x + y) -\'b]z -{-[axy + b{x -^ y) -\- c] = . . 7), 
dan blijkt dat de hyperbolische cylindervlakken 

xy + a(x+y) + b = Oj axy + b{x + y) + c^O . . . 8) 

twee in het eindige gelegen rechten van het kubische opper- 
vlak gemeen hebben. Deze rechten zijn de doorsneden vaD 
den cylinder (a^ — b) xy + {ac — b^) = O met het vlak 
(a* — b){x + y) + {ab — c) = O , liggen dus in een vlak met 
de door 3) bepaalde rechte. 

Door cyclische verwisseling vindt men de beide ontbrekende 
paren van rechten. 

Vraagstuk CXXIV. 

H^ 6 L Men beschouwt een kromme van de vierde orde, welke 
door de hoekpunten van een volledige vijfzijde gaat. Aan te 
toonen, dat elk punt dezer kromme een hoekpunt is van een 
ingeschreven volledige vijfzijde. (Dr. J. de Vries.) 

Opgelost door Dr. A. Toxopeus en Dr. J. de Vries. 

Oplossing van Dr. J. de Yribs. 

Do rechten o,, (72, CI3, ^4, a^^ welke de vgfzgde vormen, 
worden aangeraakt door een kegelsnede (?. We trekken aan 
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C^ eeD willekearige raaklijn &, en uit de Tier snijpunten van 
(, met de gegeyen kromme C^ de raaklijnen iji ^3» ^4) h 
aan C?- 

De raakignen van C^ kunnen nu gerangschikt worden in de 
groepen van een involutie van den vijfden graad, welke door 
de vijftallen at en bk bepaald is. Elk vijftal vormt een vol- 
ledige vijfzgde , en de meetkundige plaats der tientallen van 
hoekpunten dezer vijfzgden is een kromme van den vierden 
graad, die met de gegeven C^ gemeen heeft de tien punten 
(atai) en de vier punten (b^h). Daar deze vier punten in een 
rechte liggen, terwijl het blijkbaar niet mogelijk is een C' te 
laten gaan door de punten (akOi), vallen de beide krommen 
O samen , en is elke vijfzijde van het door de involutie be- 
paalde stelsel beschreven in de gegeven C^ 



Vraagstuk CXXV. 

N* 1 b. Voor elke kegelsnede van een bundel construeert men 
de cirkels, welke de assen tot middellijnen hebben. Hoeveel cirkels 
van het hierdoor verkregen stelsel gaan door een willekeurig aan- 
genomen punt? (Dr. J. DE Vries.) 

Oplossing van Dr. E. Jensema en Dr. J. de Vries. 

We stellen den bundel voor door de vergelijking 

a^^a^ -f 2a,airy + a^* + 2a,3a: + 2a^y + a^ + 

+ A (6„a? + 2bi^y + M* + 2b,^x + 2b^y + b^) = 0. 

Het middelpunt der kegelsnede 

(?^a^" -f 2c^^ -f (^^ + 2c, 3a; + 2c.^ + C33 = O 

heeft tot coördinaten 

aro — Ci3:C33 en yo = C»:C33, 

als men door Ch aanduidt den bij en behoorenden onderdeter- 
minant van den discriminant F. 
Wordt dezelfde kegelsnede aangewezen door 

Tii5" + 732'!^ + 733 = O» 



248 WISKUNDIGE 

dan ia 

terwijl yii en 722 de wortels zgn van 

7*-(c„+C22)y + C33 = 0. 

De stralen der cirkels, welke de assen der kegelsnede tot 
middellijnen hebben, zijn nu bepaald door 

Pi* = — 733 : 7ii ^^ 9^ = — 733 : 722- 
Dus is 

. 7ii = — 783 •• Pi* ©n 7« = — 733 ' ^2*1 

zoodat p,^ en p^ de wortels zijn van 

C338* + (Cl, 4-^22)7338 -h 733* =0, 
of, als men 733 door F : C33 vervangt , van 

Caa'S^ + «rCjaS + r* = O 1), 

waar « = c„ + c^ is. 
Elk der genoemde twee cirkels wordt voorgesteld door 

('-^M-èr- »>■ 

waar S door p^^ of door p^ is te vervangen. 

Door eliminatie van S uit de vergelijkingen 1) en 2) vindt 
men voor het samenstel der twee cirkels de vergelijking 

[(0330: - 0,3^ + (C33y - c^f? + 

+ «rt(C33iC-C,3)" + (C33y 

Hier bestaat de term, die onafhankelijk is van o; en y, 
uit C33r* en 

(c,3* + 0^3^)* + 5r(c,3^ + 0^3^) = (C,3* + Cr?) (C,3» + c«» + «r). 

Maar 

C,3* -h C23» -h Sr = C,3^ -hCa3^+" (Cn +^22^ (C,3C,3 -|-C,3Ca3+C,3G33) =^ 

Ci3 («'12^23 + ^ii^^n) +- C23 (c,2C,3 + C22C23) -f C33C33 ((r„ + fiö) = 

<^13 (CllCi3 + C12C23) + <^23 (^12C,3 + <^22C23) + ^33 (^11 +022)0,3 = 
— ^13*633 — ^23*^33 + (^^11^33 + C22C33) C33 = (Cu + C22) C33. 



'^-^)^J"+ L..8). 
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Hieruit Yolgt dat het linker lid van 3) door C33 kao ge- 
doeld worden. 

Yer vangt men daarna de coêiBcienten Ckt door au +Xbn , dan 
komt in de nieuwe yergelgking A in den zesden graad yoor. 

Derhalve gaan door een willekeurig punt zes cirkels van het 
bedoelde stelsel. 

Opmerking. Is a^ = en 533 = 0, coodat de oorsprong 
met een der basispunten samenvalt, dan vindt men uit 3) door 
de substitutie a; = 0, y = 0, na eenige herleiding 

l(a.2 -h A&,a) [(ör,3 + Aft,,? + («23 + Xb^Y] - 

- [(«n + X&ll) + («22 + Aft22)] («13 + A5|3) ((133 + U^)V = 0. 

De zes cirkels , die door een basispunt gaan , vallen dus twee 
aan twee samen met een cirkel, die in dat basispunt een top 
heeft. (J. D. V.). 

Oplossing van Dr. J. de Yries. 

We beschouwen het bedoelde stelsel van cirkels als de 
cyclographische afbeelding van de ruimtekromme , die de meet- 
kundige plaats is van de polen van eiken cirkel op den bol, 
waarvan hij hoofdcirkel is. Elk vlak loodrecht op het vlak 
van den bundel bevat dan de middelpunten van twee kegel- 
sneden, dus acht polen, zoodat de beeldkromme van den 
achtsten graad is. 

Het net der cirkels , die door een punt P gaan , wordt afge- 
beeld door den omwentelingskegel, waarvan de rechten het 
vlak van den bundel in P onder een hoek van 45^ snijden. 
Op dien kegel liggen, in het oneindige, vier punten, die af- 
komstig zijn van de ontaarde cirkels behoorende tot de beide 
parabolen van den bundel. Dus hebben beeldkromme en kegel 
twaalf eindige snijpunten , en ligt P op zes cirkels van het stelsel. 



Vraagstuk CXXVI. 

N^ 1 b. Men beschouwt die kegelsneden welke drie gegeven 
rechten aanraken, en beschrijft de cirkels welke de verbindingslijn 
der brandpunten van elke kegelsnede tot middellijh hebben. Hoe- 
veel cirkels van dit stelsel gaan door twee willekeurige punten? 

(Dr. J. DE Vries.) 
WvsK. Opq., Dl. VIII. 17 
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Oplossing van Dr. J. db Vries. 

Wanneer we eiken cirkel als den doorgang beschouwen Tan 
twee kegel vlakken , waarvan de beschrijvende lijnen het ylak 
der gegeven rechten onder hoeken van 45^ snyden , dan vormen 
de toppen dier kegels een oppervlak dat het bedoelde stelsel 
van cirkels tot cjclographische afbeelding heeft. Dit oppervlak 
is blgkbaar van den vierden graad; immers elk punt is het 
middelpunt van één kegelsnede, dus van twee cirkels , die 
achtereenvolgens tot middellijn hebben den afstand der bestaan- 
bare en den afstand der onbestaanbare brandpunten; dit punt 
is derhalve de projectie van vier punten van het oppervlak. 

De cirkels welke door twee gegeven punten gaan, worden 
in de ruimte vertegenwoordigd door een gelijkzgdige hyperbool, 
waarvan de asymptoten hoeken van 45^ maken met het vlak 
der kegelsneden. 

De oneindig ver gelegen punten dezer hyperbool worden op 
het gegeven vlak afgebeeld door de bij een parabool van het 
stelsel kegelsneden behoorende ontaarde cirkels. Bijgevolg heeft 
onze hyperbool met het bovengenoemde oppervlak slechts vier 
eindige snijpunten; door twee punten gaan dus twee cirkels 
van het stelsel. 

Is A een hoekpunt van den driehoek, die door de drie ge- 
geven rechten wordt ingesloten , en A' zijn projectie op de zgde 
BC, dan gaan door A en A^ oneindig vele cirkels van het 
stelsel. Immers A vormt met elk punt van BC een in twee 
punten ontaarde kromme der tweede klasse , welke tot het be- 
doelde stelsel behoort, en de cirkel, welke den afstand dier 
punten tot middellijn heeft, gaat door A'. 



Vraagstuk CXXVII. 
B4gf. Men beschouwt de vormen 

waarin x^ en jr, ^^ rechthoekige coördinaten van een punt voor- 
stellen. Aan te toonen, dat {ad)at ^ (a^ö^ — «2^1) («i^i + ^^a) 
invariant is met betrekking tot de wenteling van het assenkruis om 
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den oorsprong, en na te gaan wat de beteekenis is van (ad) ah = o 
voor de kegelsnede a^s -f. ^, = o. (Dr. J. de Vries.) 

Opgelost door Dr. A. Toxopeus en Dr. J. de Vries. 

Oplossing van Dr. J. de Vries. 

1. Zgn Cl en ^2 ^^ rechthoekige coördinaten van een pont 
(Xi j x^ ten opzichte van een ander assenkruis , met denzelfden 
oorsprong, dan heeft men 

X2 = A21S1 + X2252 i ?a = ^2^ + ^22^ J 

waar de coëfficiënten A op bekende wijs afhangen van den 
wentelingshoek. 

Wordt door deze substitatie a\ omgezet in a^^, dan is 

a, = aiXi + 02^2 = (ö^i^ii + O2A21) Si + (fl'iXu + «2X22) $2 j 
dus 

oj = X„a, + X2,a2> 

O2 = Xi2flh "T X22fll2ï 

zoodat de symbolische coëfficiënten geheel dezelfde substituties 
ondergaan als de veranderlijken. 

Nu is a:,* + ir2^ = 5i' + 52S dus ook a,* + (i2* = a,» + 02», 
of, symbolisch aa^=aa. 

Ook (i?, — yi)* + (a?2 — y2)* is een absolute covariant, bjjge- 
volg ook x^yi + x^2 ^ ^y = y*- 

Verder is (xij/^ — ^^\Y = Xxyy — iCyyx een absolute covariant. 

We leiden hieruit af, dat de symbolen 

a«, ai en (aft) 

absolute in varianten zijn, verbonden door de betrekking 

(abf = 0.6* — aV 

Bijgevolg is (ab) ah tevens absoluut invariant. *) 
2. Vervangen we de symbolische coëfficiënten door de coëffi- 
ciënten der vergelijking 

a„a?,a 4. 2a,2X,ir2 4- ^22^2* + ^i^i + ^2^2 = O, 

*) Nadere bijzonderheden omtrent de orthogonale invarianten (seminvarianten) 
▼iodt men in mijn opstel over „Orthogonale comitanten**, Veral. K. Ak. v. W. , 
deel YIII (1900), bl. 562. 

17* 
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dan wordt de voorwaarde (ab)at = O omgezet in 

(«II - "a) 6,^2 = a,a (J.» - V). 

Wordt het asaeokruis zoover gewenteld, dat de as OC, met 
de raakltjn in O samenvalt, dan is 

«,,5.» + 2«„5,5, + «^5,» + 13,5, = 0. 
Daar nu ^ = is, verandert de invariante betrekking in 
oiA' = O, 
en daar /3| niet gelijk is aan nul, wordt 

Hieruit blgkt dat het centrum op 0^, ligt, zoodat de oor- 
sprong een top der kegelsnede is. 

Vraagstuk CXXVIII. 

K 18 C. Snijdt eene rechte de zijvlakken van het viervlak ABCD 
in de punten A', B', C' en D', dan vallen de beide transversalen 
der vier rechten AA', BB', CC' en DD' samen. Gevraagd dit te 
bewijzen. (Dr. P. Zeeman Gz.) 

Oplossing van Dr. J. de Vries en Dr. P. Zeeman Gz. 

Volgens een bekende eigenschap is de dubbelverhouding der 
punten A^ B', C', D' welke een rechte / gemeen heeft met 
de vlakken BCD, CDA, DAB, ABC, even groot als de dub- 
belverhouding der vlakken 2A, /B, /C, ID, Deze vlakken 
raken dus in A', B', C', D' aan de hyperboloïde die door AA^ 
BB' en CC' kan gelegd worden. 

De rechte DD', die in het raakvlak 2D ligt en door het 
raakpunt D' gaat, is dus oen raaklgn der hyperboloïde; bijge- 
volg zijn de twee snijlijnen van AA', BB', CC', DD' in l 
vereenigd. 

Vraagstuk CXXIX. 

K 18 o. Verbindt men de hoekpunten A en A', B en B^ 
C en C', D en D' der beide viervlakken ABCD en A'B'C'D', dan 
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zullen de vier rechten AA', BB', CC', DD' door twee verschillende, 
óf door twee samenvallende, óf door oo^ óf door oo^ transversalen 
worden gesneden. Toon aan dat, welk dier gevallen zich voordoet , 
hetzelfde geval zal plaats vinden bij de vier doorsneden der paren 
overstaande zijvlakken. (Dr. P. Zeeman Gz.) 

O p I o B 8 i D g van Dr. P. Zeeman Gz. 

1. Wordt ABCD tot coördinatentetraëder aangenomen , zoodat 
de puntcoördinateo van A, B, C en D achtereenvolgens zijn 
(1, O, O, 0), (O, 1, O, 0), (O, O, 1, 0) en (O, O, O, 1), 
terwijl die der punten A, , B, , Gi , D] worden voorgesteld door 
^ii» ^12) ^i3 9 ^14 waarin t achtereenvolgens gelijk aan 1,2, 
3 en 4 genomen wordt , dan zullen de rechten AAi , BB] , CC] 
en DDf bepaald worden door de volgende vergelijkingen in 
vlakcoördinaten 

Mi = O, a<,M, + öi2«2 + fliaWa + öi4«4 = (* = 1, 2, 3, 4). 

Neemt men op de rechte AA, een willekeurig punt P, op 
BBi eveneens een willekeurig punt Q aan, dan zullen de ver- 
gelijkingen der verbindingslijn PQ in vlakcoördinaten zijn 






1) 



Hierin zijn A en ju willekeurige parameters. 

De voorwaarde, aan welke A en /u moeten voldoen opdat 
men door PQ en CCi een vlak kan brengen, wordt verkregen 
door eliminatie van u, , u^, u^ en u^ uit 1) en de vergelgkingen 
van CC]. Zij zal dus zijn 

r„ — A a,a a,^ 
0^21 0^22 — /* aa4 = 2) 

Evenzoo is de voorwaarde , aan welke A en /i voldoen moeten, 
opdat door PQ en DD, een vlak kan gebracht worden, 

a„ - A 



0^21 
«41 



"12 

«22 — M 

«42 



«23 
«43 



= 0, 



3) 
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Bepaalt men A en ^ uit de beide betrekkingeD 3) en 4), 
dan zal de rechte 1), die bij deze waarden behoort, de vier 
rechten AAn B^i* CCi en DD, enijden, derhalve eene der 
transyersalen van dit viertal zijn. Door eliminatie van /u ver- 
krijgt men ter bepaÜDg van X de vierkantsvergelijking 

{fl34 I a^a^ I — «43 1 a^O;^ |U* + j 

+ {ö^34Aa4- fl^43A43- | CI„Öf,4 | • | 0^22^43 I + I «'11043 I - I O^lOu 1 1 A + | . . 4) 
+ I klö'43 I A43 — I On«34 I A34I = 0. ) 

Hier zijn A34 en A43 eerste minoren van den determinant 
'2± aiia^o^a^^f gevormd door de coördinaten van de vier 
punten A, , B, , C, en D, , terwijl | 032^43 1 = <h2^4z — C6j3a42, 
enz. tweede minoren van dien determinant zijn. 

üit 4) volgt, dat in het algemeen de vier rechten AA], 
BB] , CC] , DD] slechts door twee transversalen worden gesneden. 

Deze beide transversalen vallen samen, wanneer de discrimi- 
nant der vierkantsvergelgking verdwijnt, dus als men heeft 

{a34A34 - Ö43A43 - f a„a34 I • I <hi(^4z\ + \(h\<^i3\^\<hi(hA II* — j ^. 
-4Ja34|aaaa43|-a4,|a22a34in|a„a43|A43— |a„a34|A34l=0,i " 

zonder dat elk der coëfficiënten van de vergelgking 4) nul is. 
2. In puntcoördinaten zijn de vergelijkingen der rechten 
(BCD, B,C,D]) , (CDA, C,D]A]), (DAB, D,A,B]) en (ABC, A,B]C,) 

Xi = Oj AiiXt + Ai2X2 + AigO^ + A14T4 = (» = 1, 2, 3, 4). 

Brengt men door de rechte (BCD, B]CiD,) een willekeurig 
vlak p en door de rechte (CDA, C,DiA]) een willekeurig vlak 
g, dan zal de doorsnede {p, q) dezer beide vlakken bepaald 
worden door de vergelijkingen 

(A,] — A)ar, + A^^ + A^^x^ + A^^x^ — O , 

A2ia:] + (Am — /«)a:2 + ^2»^t + A24iP4 = O* 

Evenals boven vindt men, dat de doorsnede der vlakken p 
en q ook de rechten (DAB, D,A,B,) en (ABC, A,B,C,) zal 
snijden als A een wortel is van de vierkantsvergelijking 

I A34 1 A22A43 1 — A43 1 A22A34 II A -f" 

+ { A34a34— A43O43— |A„ A34 I . I A22A43 I + 1 A,iA43| . IA22A43I jA + . . 6) 
+ { IA11A43 I 043 — I A„ A34 I au\ = 0. i 
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Hier is a^ een der eerste minoren van den determinant 
S ±1 AiiA22A33A44 en wel de coëfficiënt van A34. 

De beide transversalen dezer vier rechten vallen dus samen 
vifanneer voldaan wordt aan 

{ A34CI34— A43CÏ43- I A„A34| . I A22A43 I + I A,,A43| . | A2aA43| ^ — j 
— 4{ A34I A22A43 I - A43 |Aa3A34| J { !A,iA43 I043— I A,iA34la34}=0, i 

zonder dat elk der coëfficiënten, in de vierkantsvergelijking 
6) nul is. 

3. Nu zijn 

A = 2 ±: 0^,1022033044 en S ±1 AnA22A33A44 

reciproke determinanten. Volgens bekende eigenschappen van 
zulke determinanten is dus 

«34 = «34 A* > O43 = 0^43 A^ ♦ I A,, A34 I = I «220^43 I ^ OHZ. 

Zoodat, als de vergelijking 5) wordt voorgesteld door D = 0, 
de vergelijking 7) kan aangewezen worden door 

A* . D = 0. 

Hieruit volgt onmiddellijk: 

Worden de vier rechten AA, , BB, , CC, , DD, door twee 
verschillende of door twee samenvallende transversalen gesne- 
den, dan zullen ook de rechten (BCD, B,CiD,) enz. door twee 
verschillende of door twee samenvallende transversalen gesne- 
den worden, en omgekeerd. 

Worden verder de rechten AA, , BB, , CC, en DD, door oo> 
rechten gesneden, dan moet elk stelsel waarden van X en /u, 
dat aan 2) voldoet, ook 3) bevredigen. Daarvoor is, zooals 
een blik op die vergelijking doet zien, noodig en voldoende 
dat aij = aji is, m. a. w. dat S dt a„a22a33a44 eene symmetrische 
deteiminant is. 

Op analoge wijze blijkt, dat de vier rechten (BCD, BjC,D|) 
enz. door oc' rechten worden gesneden als A^ = Aji of als de 
reciproke determinant 2 :i^ A,,A22A33A44 symmetrisch is. 

Daar beide determinanten tegelijk symmetrisch zgn, volgt uit 
de byperboloïdische ligging der eerste vier rechten, die der 
andere vier en omgekeerd. 

Dat eindelijk, als AA,, BB,, CC, en DD, door 00* rechten 
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gesneden worden, dit ook het geval is met de vier rechten 
(BCD, B,C]D,) enx. is eveneens uit het voorgaande af te leiden, 
doch volgt ook onmiddellijk daaruit, dat in dit geval de beide 
viervlakken perspectieve ligging hebben. 



Vraagstuk CXXX. 

O 2 g« P 1 b. Gegeven zijn twee collineaire vlakke stelsels 2 en :'. 
Met eene kromme C van 2 stemt in 2' eene kromme C' overeen. 
Hoe moet de kromme C gekozen worden opdat met de ontwen- 
dene van C in 2 de ontwondene van C' in 1' overeenkome. 

(Dr. P. Zeeman Gz.) 

Opgelost door W. Mantel en Dr. P. Zeeman Gz. 

Meetkundige oplossing van Dr. F. Zeeman Gz. 

1. Terwijl met de raaklgnen eener willekeurige kromme G 
in S steeds overeenstemmen de raaklijnen der homologe krom- 
me C' van 2', zullen met de normalen van C in 't algemeen 
niet overeenkomen de normalen van C'. Zijn toch twee rechten 
van 2 onderling rechthoekig , dan vormen de homologe rechten 
van 2' in 't algemeen geen rechten hoek. Slechts dan wanneer 
de kromme C zoo gekozen is, dat met hare normalen overeen- 
stemmen de normalen van C', zal met de omhullende der 
normalen, of de ontwondene van C, ook de ontwondene van C' 
overeenkomen. 

2. Als twee projectieve stralenbundels gegeven zijn, kan 
men in 't algemeen slechts op één wijs twee loodrechte stralen 
van den eenen bundel aanwijzen zoodat de homologe stralen 
van den anderen bundel eveneens loodrecht zijn. Een punt van 
2 is dus in 't algemeen het hoekpunt van slechts één rechten 
hoek, waarmede in 2' weder een rechte hoek overeenstemt. 

3. In elk der stelsels komen twee punten voor, die op het 
voorgaande een uitzondering maken; elk hunner is hoekpunt 
van oo^ rechte hoeken, zoodanig dat de homologe hoeken in 
't andere stelsel eveneens recht zijn. Die punten bepaalt men 
aldu^ : Zij Z de rechte van 2 , die overeenstemt met de rechte 
in 't oneindige V^ van 2^ Laat men om een willekeurig punt 
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P' van 2' een rechten hoek draaien, dan bepalen de beenen 
van dien hoek op /'» eene involutie, die de imaginaire cirkel- 
punten tot dubbelpuDten heeft. Met deze punteninvolutie in 
2' komt in 2 eene punteninvolutie op { overeen; bepaalt men 
nu in 2 de beide punten A en B, uit welke de puntenparen 
der laatste involutie onder rechte hoeken gezien worden, dan 
bezitten deze punten de eigenschap, dat met eiken rechten 
hoek in 2, waarvan het hoekpunt in A of B valt, een rechte 
hoek overeenstemt. Of ook, als A' en B' de met A en B 
overeenstemmende punten van 2' zjjn : In elk der beide stelsels 
2 en 2' komen twee punten A, B en A', B' voor, die de 
eigenschap bezitten, dat elk hunner hoekpunt is eener recht- 
hoekige straleninvolutie , zoodanig dat de homologe stralenin- 
volutie van 't andere stelsel weder rechthoekig is of, wat op 
hetzelfde neerkomt, elk dezer punten is centrum van een 
stralenbundel , waarmede in 't andere stelsel een congruente 
stralenbundel overeenstemt. De punten A en B worden de 
brandpunten van het stelsel 2, A' en B' die van het stelsel 
2' genoemd. De brandpunten A en B liggen symmetrisch ten 
opzichte van 2; evenzoo A' en B' ten opzichte van die rechte 
van 2', die overeenstemt met de rechte in 't oneindige van 2. 

4. Hieruit volgt, dat met elke kegelsnede in 2, waarvan 
een brandpunt in A of B valt, zal overeenstemmen een kegel- 
snede in 2^ die in A' of B' een brandpunt heeft, en dat met 
de confocale kegelsneden in 2, waarvan de brandpunten in 
A en B vallen, zullen overeenstemmen die confocale kegel- 
sneden van 2', welker brandpunten in A' en B' gelegen zijn. 

5. Is nu P een willekeurig punt in 2, dan bepaalt men 
als volgt den eenigen rechten hoek, die P tot hoekpunt heeft 
en waarmede een rechte hoek overeenstemt. Men brengt een 
cirkel door P, A en B, die do rechte / in do punten M en N 
snijdt, dan zal MPN de gevraagde hoek zijn. Immers 
Z MPN = Z MAN = 90^ Met den rechten hoek MAN stemt 
in 2' een rechte hoek M'A'N' overeen en met MPN een hoek, 
waarvan de beenen evenwijdig zijn aan die van M'A'N', welke 
hoek derhalve eveneens recht zal zijn. Daar in den cirkel 
PAB boog AN = boog BN is, zullen PN en PM de rechten 
zijn, die de door AP en BP gevormde hoeken middendoor 
deelen, of: 
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De beenen van den eenigen rechten hoek in 2, die een 
willekeurig punt P yan dit stelsel tot hoekpunt heeft en waar- 
mede in S' een rechte hoek overeenstemt, zijn de raaklijn en 
de normaal van de beide kegelsneden van 2 , die door P gaan 
en de punten A en B tot brandpunten hebben. 

6. Hieruit nu leidt men onmiddellijk af: 

Is een willekeurige kromme C in 2 gegeven, waarmede in 
2' de kromme C' overeenkomt, dan zullen alleen in die punten 
P van C raaklijn en normaal overeenstemmen met raaklgn en 
normaal in de homologe punten P' van C', in welke C wordt 
aangeraakt door een der confocalo kegelsneden van 2, die de 
brandpunten van dit stelsel tot brandpunten hebben. 

Het kromtecentrum, behoorende bij een punt P van C zal 
alleen dan overeenstemmen met het kromtecentrum , behoorende 
bij het homologe punt P' yan 2', wanneer de kromme C in P 
eene aanraking van de tweede orde heeft met een dier confo- 
cale kegelsneden. 

Die confocale kegelsneden zgn dus de eenige krommen C, 
welke de eigenschap bezitten dat met hun ontwondenen de 
ontwondenen der homologe kromme C' overeenstemmen. 

In 't voorgaande is ondersteld , dat de beide collineaire ylakke 
stelsels 2 en 2' niet afBen , noch gelijkvormig zijn. Is dat het 
geval, dan toont men langs zeer cenvoudigen weg aan, dat 
krommen met de in de vraag genoemde eigenschap niet voor- 
komen. 

Stelkundige oplossing van Dr. P. Zeeman Gz. 

1. De rechthoekige coördinaten van een punt in 't stelsel 2 
worden door x en y, die van het overeenstemmende punt van 2' 
ten opzichte yan andere assen door X en Y aangewezen. Dan 
bestaan, omdat de beide stelsels collineair zijn, tusschen deze 
coördinaten betrekkingen yan den vorm 

^^ oi.r + 3iy + 7i ^^ 02^ + 132^ + 7a , . . 1) 

«3^ + 1832/ + 73 ' «3« + 183^ + 73 ' ' ' ' 

waarin ajtj (ik en yi constanten zijn. 

Hierin is 03^? + jj^^y + «yg = O de yergelijking van die rechte 
in 't stelsel 2 , die met de rechte in 't oneindige van het stelsel 
2' overeenstemt. 
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Evenzoo vindt men, door de vergelijking 1) naar ;r en y op 
te loBsen, dat 

(«2/33 - aa^a) X + («3/3, - a,^3) Y + (a,02 - a^ = O 

de vergelijking is van die rechte in 2', waarmee de rechte in 
*t oneindige van 2 overeenstemt. 

Door in beide stelsels de coördinaatassen niet geheel wille- 
keurig aan te nemen , doch daaraan bijzondere standen te geven, 
kan men de betrekkingen 1) door eenvoudiger betrekkingen 
vervangen. Laat men toch de :r-as in 2, de X-as in 2, ach- 
tereenvolgens samenvallen met die rechte van het stelsel, die 
met de rechte in 't oneindige van 't andere stelsel overeenkomt» 
dan moet 03 = , 73 = , 02 = 0, /Sj = O zijn , terwijl jSg = 1 
kan worden genomen. De betrekkingen 1) worden daardoor 
van den vorm 

y * y 

Yerschuift men in 2 de y as tot de oorsprong in 't punt 
1— — , OJ en evenzoo in 2' de Y-as tot de oorsprong in het 
punt (j3, 0) valt, hetgeen neerkomt op de vervanging van x 
en X door la: — —1 en (X -f j3) , dan gaan de betrekkingen 
1) over in 

y y 

welke wij nog kunnen vervangen door 

X=-^, Y = ^; 

' ' ) 2) 

JX oi ' 

^ = Y-' ^=y: 

2. Met de rechte y — y, = m (a; — a-,) in S, welke door het 
punt (z, , ^,) gaat, komt dus in S' overeen de rechte 

ah /bK 



ab (bX. \ 



of 
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(wxi — y,) y = iwiX — ab, 

welko tol richtiDgscoêfficieot heeft • 

Breogt men dus door het punt (.T] , y^) twee rechten, die onder- 
ling loodrecht zijn en de richtingscoëfficienten m en hebben, 

M 

dan zullen de overeeuBtemmende rechten van 2', welker rich- 
tingscoêfBcienten zijn 

b^ 
mh m 



en , 



nix^ —Vx ar, 

r Vx 

m 

alleen dan loodrecht op elka&r zijn , wanneer voldaan wordt aan 

= — 1 , of aan 

(war, — y,)(a?, +fwyi) 

xxyxni" + (a:,* — y,' + 6^) w - x,y, = 0. ... 3) 

Hieruit volgt o. a.: 

Ie. Elk punt [x^ , y,) van 2 is hoekpunt van slechts één rechten 
hoek , waarmede in 2' weder een rechte hoek overeenstemt. De 
richtingscoëfficienten der beenen van dien hoek zgn de wortels 
der vierkantsvergelijking 3). 

2e. In 2 komen vier punten voor , die hoekpunten zijn van 
00^ rechte hoeken, waarmede in 2' weder rechte hoeken over- 
eenstemmen. De coördinaten van die zoogenaamde brandpunten 
van 2 vindt men uit x^y^ =0 en o*,* — y,^ + 6* = O , zij zijn dus 

dr, =0, yi=±& en y, =0, x, = ±bV^ 
slechts twee dier punten zijn reëel. Met de reëele brandpunten 
A (O , + i) en B (O , — 6) van 2 komen in 2' overeen de reëele 
brandpunten A'(0, 4 o) en B'(0, — a). Elk dezer punten is 
centrum van een stralen bun del, waarmede in het andere stelsel 
een congruente stralenbundel overeenstemt. 

3e. Laat men het punt (a^i , yO (waarvoor wij nu (r, y) 
schrijven) eene kromme in 2 doorloopen en nemen wij als lood- 
rechte lijnen door dit punt de raaklijn en de normaal , dan wordt 
volgens 3) de voorwaarde, dat hiermede de raaklijn en de nor- 
maal der homologe kromme van 2' overeenstemmen, verkregen 

dy 
door m te vervangen door 3—. Zij is derhalve 

dx 
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Deze vergelgking is de differentiaalvergelijking der krommen 
C in 2, die aan de gestelde vraag voldoen. Immers, daar niet 
alleen de raaklijnen van C met de raaklijnen der homologe 
kromme C' in 2', doch ook de normalen dier krommen over- 
eenstemmen y zal ook de ontwondene van C in 2 overeenstem- 
men met de ontwondene van C^ in 2'. 

De vergelijking 4) is de bekende differentiaalvergelijking 
van een stelsel confocale kegelsneden. 

Haar algemeene integraal is 

A + 62 + A ~ ^' 

Deze vergelijking stelt voor de confocale kegelsneden , die de 
beide reëele brandpunten A en B van 2 tot brandpunten 
hebben; de homologe krommen van 2' zijn de confocale kegel- 
sneden, die de reëele brandpunten A' en B' van 2' tot brand- 
punten hebben. 

Vraagstuk CXXXI. 

P 1 b. Welke driehoeken in 2 (zie N^. 130) zijn gelijkvormig 
met de homologe driehoeken in 2'? (Dr. P. Zeeman Gz.) 

Opgelost door W. Mantel €n Dr. P. Zeeman Gz. 

Oplossing van Dr. P. Zeeman Qz. 

Is, evenals in het voorgaande vraagstuk, l derechte van 2, 
die overeenstemt met de rechte in 't oneindige van 2\ en zijn 
A en B de brandpunten van 2, A' en 6' van 2', dan blijkt 
dadelijk dat een hoek in 2, waarvan het hoekpunt een wille- 
keurig punt P is, terwijl de beenen de rechte Z in M en N 
sngden, alleen dan gelgk is aan den homologen hoek in 2', 
wanneer de cirkel om den driehoek MPjN^ beschreven door een 
der brandpunten A of B gaat. 

Immers, als die cirkel door A gaat, zullen, omdat de met 
M en N overeenkomende punten in 't oneindige liggen , de met 
MPN en MAN overeenstemmende hoeken van 2' gelijk zijn, 
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omdat hun beeneo evenwijdig loopen. Verder is ^ MPN =j/M.k!i 
omdat zij in den cirkel MPN op gelijke bogen staan. Daar 
DU /, MAN gelijk is aan den homologen hoek van 2', moet 
hetzelfde voor ^ MPN en den daarmede overeenstemmenden 
hoek van S' gelden. 

De beide beenen MP en NP van zulk een hoek zyn blgk- 
baar raaklijnen van een parabool, waarvan het brandpunt in 
A of B ligt en die bovendien de rechte / aanraakt. 

Zooals men onmiddellijk inziet, is ook het omgekeerde waar, 
d. w. z. beschouwt men in 2 eene parabool, die A of B tot 
brandpunt heeft en de lijn l aanraakt, dan zal elke hoek, in 2 
gevormd door twee raaklijnen dier parabool, overeenstemmen 
met een even grooten hoek in 2'. Doch daaruit yolgt: 

Ten einde in S driehoeken te verkrijgen, die gelijkvormig 
zijn met de homologe driehoeken in 2', beschouwt men de 
cx)' parabolen, waarvan het brandpunt samenvalt met een der 
brandpunten van 2, terwijl zij de lijn l van 2, die overeen- 
stemt met de rechte in 't oneindige van 2' aanraken. Elke 
driehoek gevormd door drie raaklijnen aan een dezer parabolen 
bezit de genoemde eigenschap. 

Daar men oo^ parabolen heeft en men de raaklynen aan een 
dezer parabolen willekeurig kan aannemen, om een driehoek 
te verkrijgen , die gelijkvormig is met den homologen driehoek 
in 2'y zullen er in elk der stelsels oo^ dergelijke driehoeken zijn. 



Vraagstuk CXXXII. 

NM h, R 1 C. Door elk punt P van een onveranderlijk punten- 
stelsel, dat zich op eene willekeurige wijze in de ruimte beweegt, 
brengt men de rechte, welke de richting heeft van de versnelling 
der n^^ orde van F. Men vraagt een onderzoek van den complex 
der bedoelde rechten. (Dr. P. Zeeman Gz.) 

Oplossing van Dr. P. Zeeman Gz. 

Zijn X, y en z ie coördinaten van een punt van 't stelsel ten 
opzichte van drie rechthoekige assen OX , OY en OZ , die een 
vasten stand in de ruimte innemen; £, q en 2^ de coördinaten 
van ditzelfde punt ten opzichte van drie rechthoekige assen 
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^iS) Oyti en Oi(, die een onveranderlijken stand ten opzichte 
van het stelsel hebben , doch zich met dit stelsel bewegen , dan 
bestaan tusschen die coördinaten betrekkingen van den Torm 

x = Xo±a^ + a'ri + a''ll \ 

y = y^+hK+b'ti + b"t: 1) 

z = Zo + cK + cn+c''K ] 
of 

K = a(x- Xo) + b(y '-yQ) + c{z — Zo) j 

il = a'(a?-Xo) + &'(2/ — yo) + c'(2i-2o) | .... 2) 
Z = a''{x-xo) + b''(y-yo) + c'\z^Zo). ] 

Hier zgn Xq, ^q) ^o ^^ coördinaten van den oorsprong O, 
der met het stelsel ver bon den assen ten opzichte yan de yaste 
assen. 

Uit 1) verkrijgt men, door {« + l)maal ten opzichte van t 
te difFerentieeren , 

d» + ly d» + 1^ 
on twee dergelijke formules voor _ . , , - , • 

Vervangt men hierin S, i| en ^ door hunne waarden uit 2) 
dan zal men vinden 

Hier is 

d- + io d»+ia , ,d-+V , „ d' + W 

d* + ^a?o 
Stelt men nu, ter vereenvoudiging, = u, 

d« + ia d^ + ^a d»+ia 
Va , 2 b • 2 c 

achtereenvolgens gelijk aan A|, B, , Ci enz., dan verkrijgt men 
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voor de projecties van de versnelling der n^* orde op de vaste 
coördinaatassen, uitdrukkingen van den volgenden vorm 

^^ =u + k,{x-Xo) + B,{y'-yo) + C, {z - O 

^^ = f + A,(a?-ro) + B,(2/-yo) + C,(;3-2^) J • . . 3) 

^^^^ = u? + A3 (a? — a-o) + B3 (y — yo) + C3 (2 - 210) 

waarin, daar men het stelsel op een bepaald oogenblik be- 
schouwt, u, t;, u?, Aj . . . . Cg constanten zijn. 

Beschouwt men nu elk punt (:r, y^ z) van het gegeven stelsel 
als oorsprong van een vector die in grootte en richting gelijk 
is aan de versnelling der n^^ orde van dit punt, dan zullen de 
coördinaten Xu y^t ^1 van 't uiteinde van dien vector zyn 

Vervangt men hierin^—-—-, -~ — —- en -- — --- door hunne 

waarden uit B) dan blijkt dat x,y,z geheele, rationale, line- 
aire functies van x, y ^ z en omgekeerd zijn; d. w. z. 

Zet men van elk punt van bet gegeven puntenstelsel een 
stuk uit, in grootte en richting gelijk aan de versnelling der 
n^« orde van dit punt, dan vormen de uiteinden dier stukken 
een puntenstelsel in de ruimte, dat affien verwant is met het 
gegeven stelsel. 

De rechten, waarvan in de vraag sprake is, zijn dus de ver- 
bindingslijnen van homologe punten van twee affiene punten- 
stelsels in de ruimte; zij vormen dus een tetraëdalen complex. 
Zooals onmiddellijk blijkt, is van den fundamentaaltetraëder van 
dien complex een der zijvlakken het vlak in 't oneindige, terwgl 
het tegenoverstaande hoekpunt is de zoogenaamde versoellings- 
pool der n^^ orde van het puntenetelsel d. i. dat punt van het 
stelsel, waarvoor de versnelling van de n^^ orde op het be- 
schouwde oogenblik nul is. 

Nadat de vraag reeds was opgegeven, bleek mij, dat de 
complex, waarvan hier sprake is, breedvoerig behandeld is door 
Castellano in Vol. XXIX der Atti della R. Accademia di 
Torino, 1893-1894, pag. 205—223. 



Het Wiakundig OenooUohap onder de linspreok: ^Een onvtr- 
moeide arbeid komt alles te boven,** opgericht in 1779, traeht de 
beoefening der Wiskunde te bevorderen door 

a) het houden van vergaderingen, 

b) het uitgeven van tijdschriften, 

c) het uitgeven van een reeks vraagstukken ter oplosaing voor 
de ieden, later gevolgd door de oplossingen, 

d) het uitschryven van prijsvragen, 
$) het inrichten eener boekerij, ens. 

De vergaderingen worden zooveel mogelijk maandelijks te Amster- 
dam gehouden , in de maanden van October tot Maart. 

Het tgdschrift ^ Revue semestrielle des pMiealions mathématiquea" 
tracht in den kortst mogelijken tijd beknopte opgaven te verschaffen 
omtrent de in de verschillende wiskundige tydschriften opgenomen 
verhandelingen. Het verschyut jaarlijks in twee stukken, ieder van 
ruim honderd bladzijden. 

Het tijdschrift getiteld ^ Nieuw Archief voor Wiskunde** gere- 
digeerd door Da. J. C. Kluyvbb te Leiden, Da. D. J. Kortbweo te 
Amsterdam en Da. P. H. Schout e te Groningen bevat wiskundige 
verhandelingen. Elke twee jaar verschijnt een deel, bestaande ait 
vier stukken van ongeveer vijf vel druks. 

De voornaamste der door de leden ingezonden oplossingen ran 
de voorgestelde vraagstukken worden gepubliceerd in de , Wiskundüj'^ 
Opgaven " geredigeerd door Dr. J. Da Vries te Utrecht. Eik deel 
bevat de oplossingen van 200 vraagstukken in ruim 400 bladagden; het 
verschijnt in twee of drie jaar en bij stukken van ongeveer vier vel druks. 

Jaarlijks wordt door het Genootschap een twaalftal prgsvragen 
uitgeschreven. Zij , die na verloop van tijd- tien prijsvragen hebben 
beantwoord, verkrijgen den titel van lid van verdienste. 

De bibliotheek, waarvan de boeken op aanvraag bg Dr. C. P. 
BuRQBB, bibliothecaris van de Universiteits-bibliotheek te Amsterdam, 
aan de leden worden verzonden, is op de hoogte van den tijd, daar 
het Genootschap in ruiling is met de voornaamste wiskundige genoot- 
schappen in het buitenland» 

De jaarlijksche contributie van de leden der Vereeniging bedraagt 
f 5,00 (entree / 1,00). 

Zij, die nog geen lid zijn en mochten verlangen lid te worden, 
gelieven zich aan te melden bij den Ondervoorzitter, Dr. D. Coi- 
Li NOU, Van Breeslraat 143 , Amsterdam. 
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JÖe volgende vroeger verschenen uitgaven zjja tegen de daoib:j 
aangegeven prijzen te ontbieden bg den Ondervoorzitter, Dr. 1)^ 
CoELiiiaH, Amsterdam, Van Breestraat 143, bij wien men ook 
klachten inbrengen kan over eventaeele onregelmatigheden in dd 
toezending der uitgaven van het Oenootschap* 

Feestgrave van het Wiskundig flenootBchaf» ter gelegenheiil 
Van zijn honderdjarig bestaan ^ bevattende de herdruk van tweö 
zeldzame, merkwaardige UoUandsche werken [(Gorte onderrieh- 
tinghe dienende tot het maecken vande rednctien van de taox^ 
custingen tot gereede penningen, om dien-volgende te eysscheni 
en ontfangen den veertichsten penning op alle vercochtc < !J 
vervreemde onroerende goeden, volgende tplacaet der Heeren 
Staten van den Xxii Deeembris 1598) en (Waerdye van Lyf-reDfer 
naer proportie van Los-renten , geteekend JoHiN DB Witt, 1671;; 
in den handel /6,00 ..... voor de leden /'3,00. 

Register naar eene wetenschappelijke verdeeling op de werken 
Van het Wiskundig Genootschap, Amsterdam, 1885 

in den handel ƒ 3,00 .... voor de leden /1,50. 

# 

Grondslag van een bibliographisch repertorium der wiskundig' 
wetenschappen (naar den franschen tekst bewerkt), Amsterdam, 189. 
in den handel /2,00 .... voor de leden flfiOs 

Voordrachten over den Grondslag, per ir el 
in den handel /0,30 .... voor de leden ƒ0,15. 

Nieuw Archief voor Wiskunde» eerste reeks, twintig deelen 
tweede reeks, deel 1 en 2, per deel 

in den handel f 4,00 .... voor do leden f2,00. 
f De volgende deelen per deel 

in den handel /6,00 .... voor de leden /3,00. 
en per overcompleete aflevering 

in den handel ƒ1,50 . . « . voor de leden ƒ0,75). 

Wiskundige Opgaven met de oplossragen f nieuwe reeks . 
deel 1 — 8 per deel 

in den handel ƒ6,00 .... vaor de leden ƒ3,00, 
on per overcompleete aflevering 

in den handel ƒ1,00 .... voor de leden ƒ0,50. 

Revue semestrielle des publications mathématUlues, deel 
1— 10, van elk twee stukken k ƒ4,00 en bg overcompleete etukken. 
per stuk ƒ2,00. 

Tables des matières des volumes 1— Y. , . . ƒ2,00. 

. VI-X. . . . ƒ3,00. 
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Vraagstuk CXXXIII. 

K 1 Oè Van drieKoek ABC zijn D, E, F, de n^id^ens.d^t ifijden; 
A|B|C| is de eerste . driehoek van Brqcarp^ K het, punt fyan 
Lemoine,. R' en K^ het paar isobarisch aan I^ toegevoegde punten. 
Op DA|, EB|, FCf neemt men de punten A^W, C'zoo aan,, 
dat DA', EB', FC' achtereenvolgens het drievoud aijn van PA|,, 
£B|, FC|^ Aan te toonen, dat de zes rechten, die doof Ai^t B^^ 
C|, K, K'y K'^ aBchtereenvolgens evenwijdig getrokken worden met 
AA', CC', BB', AD, BE, CF, elkaar in één punt snijden. 

(Dr. H. VAJt AüBÈL.) 

Oplossing van Dr. H. van Aübel. 

De punten K, K^ en W hebben tot barycéntrische coördi- 
naten 

' (a^ b^ c»), (6^ a a«), (c?, a^ 6^. > ■ 

De rechten, welke door deze punten achtereenvolgens évén- 
wgdig met !aD, BE en OF loepen, worden deirhalve aang;^- 
wezen door 

{a^ + h^ + <^) O - 7) - (P^-c") («4-^ +V) = o; '"' 

(a^+b^ + c") (y - a) - (a^ - l^{(i + fi + y) ^ O, 

Dèutt de som der linker leden dezer vergelijkingen' 'gelijk ia 
aan nnl, gaan de overeenkotnatige rechten door een pn^t-^M. 
Een eenvoudige berekening doet zien, dat M bepaald 'is dooi* 

Vermeerdert inen deze coördinaten met 3a*, 3c* en 36^^ 
welke grootheden evenredig zijn met de coördinaten van A, , 
dan vindt men drie gelijke grootheden , welke het zwaartepunt 
G der driehoeken ABC -eri AiBjC, aanwijzen. Bijgevolg liggen 
M en Al symmetrisch ten opzichte van O. 

Uit DA, : DA' = DG : DA = 1 : 3 volgt verder, dat A,G 
evenwijdig is met A'A. Evénzoo zijn C^G en B,G evenwijdig 
met CC', en BB'. . Derhalve zijn de rechten door Bj. en C| 
evenwijdig getrokken met CC' en BB', achtereenvolgens even- 
wijdig met de medianen CjG en B,G van AiB,C,. Zij snijden 
derhalve A,G in een punt, dat met betrekking tot G syihmc- 
trisch is met A] , d. w. z. in het boven gevonden punt M. 

WiBX. Opg., Dl. VIII. 18 
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Yvwmg^bA CXXXXV. 

R 2 b y. Een fichaam is met mam gevuld , waatvan de didit- 
beid aan het oppervlak nul is en naar binnen aoodanig toeneemt 
dat zij voor elk punt Q evenredig is met het stuk, dat door het 
oppervfa^ en Q wordt a^esneden van de rechte , die Q met het 
vaste punt P verbindt. Wanneer de dichtheid in P gelijk is aan 
4/ f vnagt men de massa en de plaats van het zwaartepoat van het 
fichaam te bepalen. (J. A. Barraü.) 

Opgelost d^or J. A. Barrau, Dr. W« Boxtwbcam, J. A. 
KsitKHovEN en Dr. A. van Thijn. 

Oplossing van Dr. A. van Thijk. 

Zg d3 een element van het oppervlak S van het lichMm, 
]R de lengte van de rechte , He het element met P verbindt, 
Q een punt op deze rechte gelegen, en stellen wg ten aloüe 

PQ»r, dan 18 de dichlheid bij Q golgk aan ^'l"'^^ . De 

massa M wordt nu gevonden uit 

(R — r)rf r» 



=ƒƒ 



R R> 



cos(R, N) dSdr. 



Hierin stelt (R, N) den heek tussehen het verlMgde van R 
en de naar builen geriehte normaiJ voer; de integratie naar r 
heelt O en R tot grensen. Stellen wij na r^/uR, dan gaat 
de integraal over in 

df\^l-fi)dfiflLeo8{R, N)dS. 

Derhalve ia 

M = y,d/Reoe(R, N) dB. 

Was de ruimte binnen 8 gevuld met een massa H' van eost* 
stante dichtheid d^ dan had men 

W^d f ju^/u/^ Roos (R,N)dS«id Tr cos (R,5)iS, 
Dientengevolge is 
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Om de coördinaten yan de zwaartepunten Z en T! der licba- 
men M en M' te bepalen , nemen wij P ais oorsprong. Stellen 
wg de abscis Tan een punt yan <2S door x voor, dan is im de 
abecis van Q, en de abscissen X en X' der zwaartepunten zgn 
te bepalen uit 

MX =.d[ /u^a — /u)rf|ir;rRco8(N,R)rfS 

o ^ 

= ï\ï^/^Rco8(N,R)dS, 

M'X' = ii M'dM/a^Rco8(N,R)dS==idJicRco8(N, R)rf8. 
o 
Hieruit volgt MX = \ M'X^ en daar M « ^ M' is, heeft men 
X =» f X\ Dus ligt Z op de rechte PZ' en is PZ : PZ' » 4 : 5. 

Oplossing van J. A. Barrau. 

Maakt men gebruik Tan de Toorstelling eener ruimte met 
Tier afmetingen, dan kan men in elk punt Tan het lichaam de 
dichtheid uitzetten als eene ordinaat loodrecht op de ruimte R, , 
waarin het lichaam ligt. In elk punt eener Terbindingslgn Tan 
P met een punt A der opperTlakte Tan het lichaam is die 
ordinaat dan OTenredig met den afrtand Tan haar Toetpunt tot 
A ; haar uiteinde ligt dus in de rechte , die A Terbindt met het 
pust P, , dat de hoogte d boTon P heeft. 

Er ontstaat dan een Tierdimensionale kegel met P, tot top 
en het gegeTon lichaam tot richtlichaam. 

Op eene wgze, Tolkomen oTereenkomende met de gewone 
redeneering in de stereometrie bewijst men nu 

Inhoud Tierdim. kegel ^ grondlichaam x \ hoogte. 
Hier is dus 

Massa = inhoud y.\d^ 

Het punt Tan gemiddelden afstand Tan den Tierdimensionalen 
kegel ligt op \ der Ign , die den top met het punt Z' Tan ge- 
middelden afstand Tan het grondlichaam Terbindt. 

Door projectie op R, Tolgt hieruit, dat het zwaartepunt Z 
TOB het lichaam gelegen is op PZ^ zoodat ZZ' = ^ PZ'. 

18* 
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Vraagstuk CXXXV. 

Rib. Een vlakke figuur beweegt zich in haar eigen vlak. Van 
drie punten kent men de grootte der snelheid. Hoe construeert men 
grootte en richting der snelheid van een willekeurig punt der figuur? 

(J. Carbinaal.) 

Opgelost door J. A. Barrau, Dr. W. Bouwman, J. Cardinaal, 
J. C. DE Masier, Dr. C. Stolp, Dr. A, van Thijn, F. J. Vaes 
en Dr. J. de Vries. 

Oplossing. 

Is O de pool der beweging, dan verhouden de snelheden 
van de punten A en B zich als de afstanden OA en 08. Das 
ligt O op den cirkel, die de meetkundige plaats is van de 
punten X , . waarvoor XA en XB zich verhouden als de gegeven 
snelheden t?A en r« van A en B. 

Een tweeden cirkel vindt men door middel van B en C en 
hun snelheden. 

Er kunnen dus twee punten O bestaan. Een daarvan ligt 
in het oneindige, wanneer de drie gegeven snelheden even 
groot zijn; het andere is dan het middelpunt van cirkel ABC. 

Heeft men O bepaald, dan is de snelheid van eenig punt P 
loodrecht op OP gericht, terwijl men heeft 
r, : Ta = OP : OA. 

Opmerking. Zooals bekend is, kan geen der prodacten 
AO X BC, BO X CA, CO x AB grooter zgn dan de som der 
andere twee; is een der producten gelijk aan de som der andere 
twee 9 dan liggen de vier punten op een cirkel. Hieruit blgkt, 
hoe de bestaanbaarheid der beide polen afhangt van de producten 

Daar de polen door cirkel ABC harmonisch gescheiden worden , 
zullen ze voor av^ ■=■ bv^ + cvc op dezen cirkel samenvallen. (CS.). 



Vraagstuk CXXXVI. 

L' 2 d. Door den top van een quadratisch kegel vlak trekt men 
de rechte lijnen, die elk de doorsnede zijn van twee loodrechte 
raakvlakken. Bepaal de meetkundige plaats dier rechten. 

(J. Cardinaal.) 
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Opgelost door T. J. Allersma , Dr. W. Bouwman , J. Car- 
DiNAAL, J. F. VAN Oss, Dr. A. ToxoPEUS en Dr. J. de Vries. 

Oplossing van T. J. Allèrsma. 

Door de rechte 

x\u^y \v ^ zxvD 

brengen we een vlak 

2r = Aof + By. 
Zal dit vlak het kegelviak 

a» "^ 6» e 

aanraken» dan moet voldaan zgn aan de voorwaarde 

A^a^ + B*6» = A 
Tevens is dan 

Aw + Bp =s w. 

Uit de laatste twee vergelijkingen vindt men 

(aV + 6'fi») A^ — 26»MirA + (ft»u^ — (?!;») = O, 
(aV + 6»ii») B^ — 2a^ wB + {aH^ — c^i*^) = 0. 

Nu zullen de beide door de rechtQ (u, v^ vo) gelegde raak- 
vlakken 

z = A,a? + B,y en 2? = A^o? 4 B^y 

loodrecht op elkaar staan, als voldaan is aan de voorwaarde 

A,Aa + BiBa+l=0, 
dos aan 

+ -r^-T-lï-a +1=0. 



De gevraagde meetkundige plaats wordt derhalve voorgesteld 
door 

(6» - c») x^ + (a« — c»)y« + (a« + 4«) «« = 0. 

Zij is dus een quadratisch kegelviak , het samenstel van twee 
vlakken of een onbestaanbare figuur. 

Oplossing van Dr. J. de Vries. 
Wanneer de rechte 2, voorgesteld door 
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de doorsnede is yan twee onderling loodrechte raakylakken 
van het kegelvUik 

<ïi,x' + öaay» + a^z* + 2a,aay + 2a^z + 2a^^zx «= O , 
dan zal het vlak 

ux + vy + wz = 
den Bupplementairen normalenkegel 
P (X , y , 21) = A„ara + A^« + A^^z^ H- 2A,aJi^ + 2A^yz + 2k^zx = O 

volgeoB twee onderling loodrechte ribben T en V" sngden. 

Alle quadratische kegels door V en V' hebben nu vergelg- 
kingen van den ?orm 

F(a;, y, z) + {ux -{- vy + wz) (ux -{ v'y + tc'z) ^ 0. 

Betat zulk een kegel de rechte 2, zoodat men heeft 

¥(Uy Vy w)'\- (f«a + ©« + O?") (uu' + w' + uw') = o, 

dan is hjj gelijkzijdig. De som der coëflSoienten yan op', y', z* 
moet dan geljjk zijn aan nul; dan is dus teyens yoldaan aan 
de voorwaarde 

A„ + A22 + A33 + uu' + VV' + ITtt/ =r 0. 

Uit de laatste twee betrekkingen vindt men de voorwaarde 

F (u, 1;, tr) = (A„ + A^ + A„) (u« + p» + w»). 
De meetkundige plaats van l wordt bijgevolg voorgesteld door 

(Aa2+A33)x« + (A33+A„)y« + (A„+A^>«=2A,aay+2Aa,y0+2A,,2T. 

Opmerking. Laat a een raakvlak van den gegeven kegel 
wezen , a de normaal van a opgericht in den top. Door a gaan 
twee raakvlakken /3 en 7 , die er in twee rechten der bedoelde 
meetkundige plaats sngden; deze is das in het algemeen een 
quadratisch kegelvlak. (W. B.) 

Vraagstuk CXXXVIL 

L' 21 b. Te bewijzen, dat men door de snijkromme van een 
bol en een hyperbolische paraboloide één orthogonale hyperboloide 
kan leggen. Hoe construeert men deze hyperbololde , als van elke 
regelschaar der paraboloïde Iwee rechten bekend zijn? 

(J. Cardinaal.) 
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Oplossing van J. Cardihaal. 
I. Zg de vergelyking ran den bol 

(«-a)» + (y— ft)« + (« — c)»- r« = 0, 
en die der parabololde 

^ 2» -O, 

P J 

dan is de Tergelgkiog tm een villekearig qudmtisoii oi^errlafc, 

behooreade tot den door dese opporrUcken bqmalden bondd, 

(* - o)« + (y - é)»+ (a - c)»- r» + X (-^ - — - 2«) = 0, 

w«lka, b| ontwikkeling, geeft 

«. + y.(l+^) + e.(l-A) + ...=,o. 

Daar de termen in xy^xz^yz ontbreken, geeft de yoor* 
waarde Yoor de orthogonaJe hyperboloide 



J) i + i^i^i + i, X = -^; 

c) i + i + l-^^l, X=-^. 

Slechts de laatste deier drie betrekkingen geeft een bestaan* 
bare orthogonale hyperboloïde, met de vergelgking 

(p — }) X» + py^ — j«* + .... = O, 

IL Eene orthogonale hyperboloide sngdt het vlak ia het 
oneindige vdgens eene kegelsnede K', die met den imagiBairen 
bolcirkel 1' vier punten gemeen heeft. Bepaalt men de polen 
▼an de verbindingslijnen dezer punten ten opzichte yan I', dan 
moet een paar bg twee overstaande verbindingslijnen behoo- 
rende polen op K' liggen. 

In het gegeven voorbeeld moet K' geconstrueerd worden met 
behulp van de snijpunten van I' met het bestaanbaar paar 
rechte Ignen, die de doorsnede der paraboloïde met haft vlak 
in het oneindige voorstellen. Dese twee rechten zijn de eenige 
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besiiaanbare Yerbindingaljlnen, waarvan men de polen ten opzichte 
van I^ bepalen kan; er is dus slechts eene orthogonale hyper- 
boloïde mogelijk. 

Hieruit volgt nu dé constructie. Bg de acht punten, gegeven 
door de snijpunten van de vier gegeven rechten der paraboloide 
met den bol, bepaalt men op de volgende wijze nog twee 
punten in hot oneindige. 

Men construeert de beide richt vlakken der paraboloide en 
trekt op' elk * dezer «ene loodlgn , dan zijn de richtingen yan 
.iwee punten ïn het oneindige der'hyperboloïde hepaald. Nu 
legt men door een der gegeven rechten een vlak a evenwijdig 
:aan de "richting van een dezer punten en bepaalt in a de tweede 
rechte der paraboloide en de doorsnijding met den bol; dan is 
in a eene kegelsnede bepaald door vier punten en eene asymp- 
totische richting. Deze kegelsnede behoort tot de orthogonale 
hyperboloïde , dié nu verder zonder bezwaar kan worden ge- 
construeerd. 



Vraagstuk CXXXVIII. 

H* 4 1 S. Van een omwentelingscylinder ligt de as in het vlak 
van den keelcirkel van een ringöppervlak (torus). De straal van den 
cylinder is even groot als de straal van den meridiaancirkel van den 
ring. Te bewijzen, dat de doorsnede dier oppervlakken uit twee 
spherische ruimtekrommen - van deti vierden graad 'is samengesteld. 

(J. Cardinaal.) 

Opgelost door T. J. Allersma, Dr. W. Bouwman, J. Car- 
dinaal, Dr. C. Stolp, Dr. A. Toxopeus ^« B. J. van Trotsenburg. 

P p 1 o s s i n g van Dr. O. Stolp en B. J. van TROTSBNBURa. 

Wij üemen het vlak van den keelcirkel tot XY- vlak , de om- 
went^éliogsas van den ring tot Z-as en de Y-as evenwijdig aan 
de a.a van den cylinder. 

Stelt r den afstand van een punt tot de Z-as voor, dan heeft 
de ring tot vergelijking 

f . (r_-rt)» + -ja = c«, 

•en de: cylinder 
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Uit deze yergelijkiogen volgt voor de. punten der doorsnede 
de betrekking 

r=^a±.{x—b). 

Schrgft men de vergelijking van den ring in den vorm 

«» + y» + «• - 2ar + o> — c« = O, 

en vervangt daarin r door de zooeven gevonden uitdrukking, 
dan blgken de punten der doorsnede ook te voldoen aan de 
betrekking 

«» + y* + 2» qp 2a (a; — i) — o» — c» = O, 

d. w. z. de sngkromme bestaat uit twee doelen , die achtereen- 
volgens op de bollen 

(« q: a) « + y > + » » = 2o> q: 2a6 + c» 
liggen. 

Oplossing van J. Cabdinaal* 

De doorsnede projecteert zich op het vlak van den keelcirkel 
als een biquadratische kromme. 

De cylinder raakt den ring in vier eindige punten en boven- 
dien in tvree op den imaginairen bolcirkel in het oneindige 
gelegen punten. Dus heeft de snijkromme vier dubbelpunten 
en twee imaginaire dubbelknoopen. Haar projectie op het vlak 
van den keelcirkel bezit derhalve twee dubbelpunten en een 
oneindig ver gelegen dubbelknoop; ze bestaat bijgevolg uit twee 
parabolen met dezelfde as. 

De doorsnede valt uiteen in twee biquadratische ruimte- 
krommen, die ieder den imaginairen bolcirkel tweemaal raken, 
dus spherische krommen zgn. 

Vraagstuk CXXXIX. 

L' 2 e. Een wijnglas, dat den vorm heeft van een omwente- 
lingskegel , is geheel gevuld. Waar moet men een merk aanbrengen, 
opdat iemand , die het voor de helft wil ledigen , onder het drinken 
kan zien, hoe ver hij mag gaan? (Dr. W. Kafteyn.) 

Opgelost door T. J. Allersma, J. A. Barrau, Dr. W. 
Bouwman, Dr. W. Kapteyn, J. A. Kerkhoven, W. Mantel, 
' J. C. DE Masier, Dr. C. Stolp, Dr. A. van Thijn en B. J. van 
Trotsenburg. 
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Oplossing van J. O. de Masibr en Dr. A. yan Thuk. 

Op het oogenblik dat het glas Yoor de helft geledigd is, 
snijdt het vlak van den yioeistofspiegel het kegeWlak volgens 
een ellips met groote as CD. Het punt D op de beschrijvende 
lijn AB (A is de top) levert dan het gevraagde merk, dat 
doelmatiger wordt vervangen door den op het kegelvlak aaa- 
gebraohten cirkel met middellyn DE. 

Door het middelpunt M der ellips brengen we een vlak lood- 
recht op de as, dat de beschrijvende Ignen AB en AC in F 
en G snijdt, hu is de halve kleine as der ellips, als halve 
koorde van cirkel FG, middenevenredig tusschen FM en MG, 
dus gelijk aan i KfiC X DE. 

De inhoud van den vloeistof kegel wordt uitgedrukt door 

^h,\DC KBC X DE, waar h de afstand van A tot CD is; 
o 

dns ook door ^ A ACD . i/BO X DE. 
6 

Yoor den inhoud van het wijnglas vinden we op overeen- 
komstige wgze -— A ABC . BC. 
6 

We hebben dus de voorwaarde 
AACD ./DE 



AABC 



^'f=*• 



Derhalve is 



AD W AD ^ 
AB r AB * 



of 



AD = AB : ^4. 

Opmerking van Dr. C. Stolp. 

Het vraagstuk wordt gemakkelijk opgelost mefc behulp van 
de volgende eigenschap : De tweede machten der inhouden van 
twee kegels, die door twee platte vlakken van een omwente- 
lingskegel worden a%esneden, verhouden xich als de derde 
machten hunner hoofddoorsneden. Het bew^s wordt eenvoudig 
als men in eiken kegel een bol beschrijft en de stelling van 
Dandelin toepast. 
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Vraagstuk CXL. 
H 9 b. Men vraagt de partieele differentiaalvergelijking 
2 »r — 2 s»/ — a^ — « V = o 
te herleiden tot de gedaante 

(Dr. W. Kapteyn.) 

Oplossing van Db. W. Kaptbtn. 
De beide stelsels van karakteristieken zijn hier 



dz — pdx — qdy = O , 
dy + zdx = O , 



dz —pdx — qdy = 0, 
dy — zdx=^Oj 



Uit het eerste stelsel volgt: 

p{dz — pdx — qdy) + ^g (dy + zdx) — 

- 2 {dp+zdq ^^±^dx)=0, 

d.i. i (l> + 2«)* ^« +lMi3 — ^dp - z^dq = O 

of 



zoodat 



dx pdz — gdj> — z^dq _^ 
T "^ (p + 2^)» 



II SS — - H ;- — = oonst. 

2 jp4-5« 



een integraal is van dit stelsel. 
Op dezelfde wgze geeft het tweede stelsel de integraal 

X z 

f? = — 4- = const. 

2 p-qz 

Wg bepalen nu een functie u?, die met u en met v in 
iovolutie is. 
Daarvoor wordt vereischt dat voldaan is aan 
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en 



^S+^-^^ + 'V + ^t' + ^l-o. 



Hieraan voldoet o. a« 

z 

ï 
Wg bepalen verder twee fonctiefl p en 9, zoodat 

dw — pdu — adv = Ic (dz ^pdx — gdy). 
Deze zgn 

^ 2zq^ '^- 2^^5 

De gevraagde herleiding wordt dus vorkregen door de aan- 
rakingstransformatie 

, X z 



2 p + qz' 



y' = t? = — + 



2 ^|i — }^ ' 

^ ^ 2zq^ ' 

^ 2zq^ 

Om nu de herleiding op eenvoudige wgze uit te voeren, 
schrijven wij de vergelijkingen van het eerste stelsel eerst in 
den vorm 

dz — {p — zq)dx^=zO^ 
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daarna in den Torm 

p\dz-(p-zq)dx^~z^dp + zdq- ^-^^f^ j = O . 

Wg Tinden dan gemakkelijk Toor deze beide yergelgkingen 

(ir' = 0, 

(x' - yO dp' + 2t V^ dy' = 0. 
En hieruit verkrggen wg de yergelgking 
(«' — yO «' + 2f Vp^' = 0. 



Vraagstuk CXLI. 

D 6 f • Gegeven is een gesloten oppervlak S , een punt A bin- 
nen S en een punt A' buiten S. De afstand dier punten is a, 
terwijl de afstanden van een veranderlijk punt M van S tot A en 
A' door r en r' worden voorgesteld. Als (r , n) en (r' , ft) de 
hoeken zijn » welke r en r' met de inwendige normaal van S vor- 
men , geldt de betrekking 



m 



cos(r, n) cos(r\ n) \ ^_4^ 



waar de integratie zich over het oppervlak S uitstrekt. 

Men vraagt dit, voor het geval dat S een boloppervlak is, met 
behulp van bolfuncties te bewijzen. 

(Zie deel VI, N®. 153, waar het bewijs niet algemeen is.) 

(Dr. W. Kapteyn.) 

Oplossing van Dr. W. Kapteyn. 

Zg \ de afstand OA van het middelpunt O van den bol tot 
A, R de straal van den bol, cos MOA = cob0 = /i, terwijl 
de coördinaten van A^ zijn p\ 9' en 1^% dan is 

P = R^ — 2 Rr co8(r, n) + f^y 

p'^ = R2 -. 2 Rr' cos (r', n) + r'^ 

a'^p'^ — 2 p'lcoB(p\l) + l\ 



278 WISKUNDIGE 

das 






-1 o 
Nn is 



1 1 v^ i" « 

~ = R^i^^P»(«»^). cos S = siB0 cosf; 

1 1 v^R- 

^r = -r ^ -;;^ P« (cos y), COB7=COS0CO80'+Bin08in ö'co8(f -f*)- 

^ = ¥Rr=>2^(2« + l)-P.(cos8), 
1 1 1 '^ R» 



Hieruit volgt 



;v- = Ë72^^p-(«>«7) S(2« + i)^p.(oo««). 

iy^ = "V 4-»^ ^•('''"'^ 2^(2« + 1) -;;P.(cosy). 






-1 O 

en 

•8v 



ff P.(co87)P«(cofl8)rf^i^ = 0, mjé», 



/yp.(^ 



4«- 



-1 o 



;C08 y) P, (cos S)dnd^ = ^— — P, (008 8^ = 



4ir 



Derhalve is 



4» v^ /» 



ï=7?7.P-(-«Ö'«o«*') = '^Z-^P.[cos (/./)] = -. 



Pop' P' '^ P 



OPGAVEN. H\ 141 EN 142. 279 

Vraagstuk CXLII. 

A 8 L Men vraagt de yergelijking 

«*+«* + *«» +r:r^ + ^jc+^= o 

op te lossen, wanneer e^=(aM — Wr — ^:^ — 4^) is. 

(W. Maiütsl.) 

Opgelost door W. Mantel, Dr. C. Stolp en F. J. Vaes. 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 
De gegeven vergelgking kan geschreven worden in den vorm 

en de betrekking tusschen de coëfficiënten in den vorm 

b^ — 4e ab — 2d 
aft— 2d" a* — 4c' 

Stelt men hier de waarde van elke breuk door / voor, dan 
kan men de oorspronkelgke vergelgking vervangen door twee 
kubische vergelijkingen 

ax + b ^x + f. 



waarin de tweede macht van x ontbreekt. 

Opmerking. Om de tinijpunten te bepalen van de kubische 
parabool y^x^ met de kegelsnede 

y' 4- €mf + cit^ + fty + rfa? + « = O , 

elimineert men y en verkrijgt dan ter bepaling van de abscissen 
de vergelgking van ons vrat^nk. Schrijft men nu de gegeven 
betrekking in de gedaante 

2 a b 

a 2c (2 =0, 

b d 2e 

dan ziet men onmiddellgk , dat de kegelsnede uit twee rechten 
bestaat, zoodat bovenstaande oplossing neerkomt op de bepa- 
ling van de sngpunten der kubische parabool met iedere rechte 
afisonderlgk. 
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Oplossing tan W. MantbIi« 

Om de bijzoDderbeid te ODtdekken, waardoor deze vergelg- 
king oplosbaar mocht wezen, stellen wg het eerste lid gelgk 
aan het product 

(a?' + por* + ja: + r) (x' —pa^ + 8x + (). 
Dan is 

—p^ + q + s^aj ps—pq + r + it^h^ 
pt + qs — rp ^Cy j^-f r« = d, 
abd — b*c — éP 

rt as • 

a* — 4c 

Elimineert men a^ 6» c, d uit deze betrekkingen, dan ont- 
staat eene vergelgkiog ul p^ q^ r , s , t^ waarvan alle termen 
p bevatten , zoodat j? = O voldoet. 

De coëfficiënten q^ r^ s^ t zgn nu bepaald door 

q-\-s^a^ r + < = ft, j« == c, }< + rs=»d. 
Hieruit 9 en f verwgderende , houdt men over 

d — hq 

fl* — Oö-fcsssO en r = • 

* ^ a—2q 

Is q gevonden; dan moet men x oplossen uit x^'\-qx'^r^(i. 

De uitkomst kan in haar geheel aldus worden uitgedrukt 

3« — aj + c = 0, 
** ^ a—2q 27 ' 

r' = M, 

Bij de berekening van u komt het er niet op aan, welken 
wortel men neemt ; zoodoende verkrggt men zes waarden voor x. 



Vraagstuk CXLIII. 

L^ 5 a. Onder welke voorwaarde zullen de normalen in drie 

van de snijpunten van -r- -f — - = i en *^ +>^ — 2ax — 2^y'\-t=^o 
a* ir 

elkaar in één punt snijden? (J. Nkuberg.) 

Opgelost door T. J, Allersma en Dr. W. Bouwman, 
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Oplossing van T* J* Aller8MA. 

De Yoetpunten der normalen, uit het punt {Xq, yoi tot de 
ellips getrokken , worden bepaald door de vergelijkingen 

— + — = 1 

en 

c^xy -f 6^yo« — a^^oy = O > c^ ^ a^ — 6*. 

Als ïiu de yergelijkingen 

(A:. + By + C)(^ + -g-l) + 

+ (Aia? + B,y + C,) ((^xy + Vy^ — d'x^y) = O 

(Aa; + Aiy)(a:^ + y' — 2aa;-2^y + 7^) = . • 2) 

identiek gelijk zijn, zoo zullen deze voetpunten op de rechte 2, 

Aa? + /iy = 0, 
en op den cirkel C, 

x''\rf^2ax -2^y + 'ya = 0, 

liggen. Daar nu Z, als lijn door 't middelpunt der ellips, in 
't algemeen slechts één der voetpunten kan bevatten, zal de 
cirkel O door drie voetpunten gaan. Uit de identiteit van 
1) en 2) volgt nu o.'m. 



•• « 



1) 



6 



+ A,(a» -&«) = ;*, 



6» 



of 



+ B,(a«-6») = X 
C = 0, 



X = — B,i», it = k^a^, A = — B,a»6*, B = A,a'i», C = 0, 
zoodat 1) en 2) kunoen .vervanxen worden door 



(- B,a»6«ir + A,a»i» ^^ + |^ _ 1 j + 

+ (Aif + B,y + C) {c*xy + 6Vo» — o'J'oy) = O 
(- B,ft»a! + A,aV) («» + y* - 2«a! - 2^y + 7») = O 
▼nx. Opo , OL VIII. 19 



8) 

4). 
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Verder vinden wij nu uit 8) en 4) als voorwaarden voor 
hnnne identiteit 

A,yo = 2aB,, B,:ro = 2i3A,, 

Cic> - A,a*j:o + 8,6^0 = 2Bi6»^ - 2A,a*a, 
B,a* + C,yo = - 7^Bi I A|«» + C,Xo « - /A. , 
en hieruit door elimimatie van Xq, yo, Af, Bi, Ci. ten slotte 

welke vergelijkiDg de gevraagde voorwaarde uitdrukt 

OPMBBKiva VAN DEN RsDACTKUR. Boschouwt men in de ge- 
vonden betrekking de grootheden a, ^ en ±: y(a'+/3^ — 7^) 
als rechthoekige coördinaten van een punt, dan stelt deze ver- 
gelijking het oppervlak voor, dat het tweevoudig oneindige 
stelsel der cirkels van Joaohimsthal cyclographisch afbeeldt. 
Vervangt men a, j3 en y achtereenvolgens door ^, y en 
tl = |/(^ + y* — ^)j dan stemt de gevonden vergelgking inder- 
daad overeen met de vergelijking welke Dr. P. H. Sghoutb 
op bl. 9 van deel VII van de Versl. d. Kon. Akad. v- Wet. 1899 
heeft gepubliceerd. 

Vraagstuk CXLIV. 

K 18 C. A\ B', Cy D\ zijn de zwaartepunten der zijvlakken 
van een viervlak ABCD ; M is een willekeurig punt. Men verlengt 
de rechten UA\ MB', MC', MD' met de stukken A'A''= 2MA', 
B'B" = aMB', C'C" = 2MC', D'D" = 3MD'. Te bewijzen, dat 
de vier rechten AA", BB", CC", DD" door één punt gaan. 

(J. Neubbrg.) 

Opgelost door J. A. Barrau, Dr. W. Bouwbian, J. F. van 
Oss, Dr. C. Stolp en B. J. van Trotsbnburg. 

Oplossing van Dr. W. Bouwmak. 

Vit de coDstruotie volgt, dat A^B" evenwgdig met A^' en 
gelijk aan het drievoud van A'B' is. 

Maar A'B' loopt ook evenwijdig met BA, terwijl BA gelijk 
is aan het drievoud van A'B'. 

Derhalve zjjn A"B" en BA gelgk ea eveftwgdig, soodat A.A'' 
en BB" elkaar middendoor doelen. 
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Hieruit volgt terstond, dat de rechten AA*", BB'', CC en 
DJ}" elkaar in een punt P snijden, terwgl de yierrlakken 
ABCD en A'^B'^CD*' bg tegenoverstand gelijk en gelijkvormig 
zgn, met P als geiyiivormigheidspunt 

Opmerkinq tan J. A. Babraü. De stelling kan uitgebreid 
worden tot een puntenstelsel in een ruimte met een willekeurig 
aantal afmetingen. Men vindt dan de volgende eigenschap: 
Als men van een aantal punten beurtelings een punt uitzondert, 
telkens het zwaartepunt der overgebleven groep met een vast 
punt M vereenigt en daarna deze verbindingslgnen uit M 
in dezelfde reden verandert, dan gaan de rechten die de uit- 
einden der nieuwe segmenten met het overeenkomstige uitge- 
zonderde punt verbinden, door één punt. 



Vraagstuk CXLV. 

K fö 6. De rechten, welke de hoekpunten van het viervlak 
ABCD met het willekeurige punt M verbinden, snijden de over- 
staande zijvlakken in A', B', C, D', Hoe construeert men M, als 
men weet dat het samenvalt met het zwaartepunt van de massa's 
«» P, 7, <r, geplaatst in A% B', C', D'? (J. Neubkrg.) 

Oplossing van J. A. Barrau. 

Zijn Xy y, Zj tv de barycentriscbe (areale) coördinaten van M, 
dan hebben , in de onderstelling a + /3 + 7 + S=l9 de punten 
A', B', C^ D' achtereenvolgens tot coördinaten 

/ y z w \ ( X z u? \ 

[^^ iZTa^^ iZTx^ l^J^ \l^y' "^ l_y' l_yJ7 

\l-z' 1-z' "' l-zl' \l-w' 1-tr' l-ir'^j- 

Zal het zwaartepunt van A^ B', C', ly voor de massa*s a, 
/3, 7, S in M vallen, dan moet voldaan worden aan 

19* 
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la 8 \ 

(r^ + r^ + r^l-^- 

.\1— a: 1— y 1 — -e/ 

Onderstelt mea, dat M niet in een der zg vlakken van ABCD 
ligt, dan wordt aan deze betrekkingen voldaan door 

« = _Ê— ^ —1— = ^ = . 
l—x i-y l—z \—w *' 

waarait volgt 

a?«=l - Sflf, y = l — 30, 2f=l — 87, tr = l - 38. 

Het punt, dat hieraan beantwoordt, is dan gemakkelijk te 
construeeren met behulp van vlakken evenwijdig met de zg vlakken. 

Maar aan de boven gevonden betrekkingen wordt ook vol- 
daan door te stellen ' 



1 — X 1 — z 1 — X 1— y 

Men vindt dan het punt 

-« + /3+7 «-P-t-Y ' «+P-Y ,^ . 
/j^ = , y = z = . fT = U. 

«+^+7 a+0+r a+0+7 

In elk zijvlak ligt dus ook een punt, dat aan de vraag 

voldoet. 
Eindelijk ligt nog op elke ribbe een punt M. Immers de 

voorwaarden worden ook vervuld door 

^ = 0, = 0, -^A_+^^.g==i,_^ + Y + 8=,l^ 

dus door 

Q a 

iP = — ^--■, y=: -, «==0, tr =0. 



Vraagstuk CXLVI. 
K 1 C. D en £ zijn twee punten in het 'vlak van driehoek 
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ABC. Men vraagt eeö punt X te construeerén , waarvoor de dub- 
belverhoudingen A (DEBX) , B (DECX) en C (DEAX) even groot zijn. 

(J. Neüberg.) 

Opgelost door J. A. Barrau , Dr. W. Bouwman en J. F. van Oss. 

Oplossing van Dr. W. Bouwman. 

De meetkundige plaats van het punt X, waarvoor 
A(DEBX) = iB(DECX), is een kegelsnede door de punten D, 
E, A en B, die den straal BC aanraakt. 

Evenzoo bepaalt de betrekking B (DECX) = C (DE AX) een 
kegelsnede door de punten D, E, B en C, die door CA wordt 
geraakt. 

Deze kegelsneden hebben de punten D, E en B gemeen; 
hun vierde snijpunt is het gevraagde punt X. 

Laat een door D getrokken veranderlijko straal dé beide 
kegelsneden in P en Q ontmoeten , dan beschrijven EP en £Q 
blijkbaar twee projectieve stralenbundels. Een der dubbelstralen 
van deze coUocale bundels gaat door B, de tweede bevat het 
punt X, dat dan gemakkelijk is te vinden, omdat de beide 
kegelsneden volkomen bepaald zijn. 

Opmerking. Zijn D en E de cyclische punten , dan gaan de 
beido kegelsneden over in cirkels , en met ziet gemakkelijk dat 
Z AXB = 180° — B en Z BXC = 180° - C is. Bijgevolg is 
X dan een der punten van Brocard. (Red.) 



Vraagstuk CXLVII. 

F 6 f. De rechten , welke het punt M verbinden met de hoek- 
punten van driehoek ABC, snijden de overstaande zijden in 
A', B', C'. Zij M' het zwaartepunt der massa's «, ]3, 7 geplaatst 
in A', B', C'. Onderzoek de verwantschap der punten M.en M', 

(J. Neuberg.) 

Opgelost door Dr. W* Bouwman ek Dr. J. de Vries. 

Oplossing van Dr. J. de Yrie8. 

1. Met een punt M komt in het algemeen een bepaald 
punt M' overeen. 
.Ligt eTenwel M in C, dan wordt C' onbepaald^ en-M' is 
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een willekeurig gekozen punt op de rechte m%, die de zgden 
AC en BC in reden van a-t fi tot y verdeelt 

Evenzoo zijn aan A en B de rechten m\ en m^ toegevoegd. 

Ligt M op de rechte ffi« door C evenwgdig met AB getrok- 
ken , dan valt C oneindig ver en M' wordt het oneindig ver 
gelegen punt van AB. Evenzoo zijn de oaeindig ver gelegen 
punten van BC en CA toegevoegd aan de rechten m. en m». 

2. Een willekeurig aangenomen punt M' is het zwaartepunt 
van oneindig vele drietallen A^ B', C\ Immers» nemen we 
A' willekeurig aan en bepalen op A'M' het punt A'', waarvoor 
A'M' : M'A'' « 03 + 7) : a, dan kan door A"" slechts een rechte 
getrokken worden, waarvan de snijpunten C' en B^ met AB 
en AC voldoen aan de voorwaarde C'A" : A"B' = /3 : 7. 

Als A' de Ign BC doorloopt, beschrgven AA\ BB^ en CC' 
drie projectieve waaiers. De kegelsneden welke door deze drie 
stralenbundels» twee aan twee genomen, worden voortgebracht» 
hebben drie punten gemeen ; dus behoort M' bij drie punten H. 

3. Wanneer M' een rechte Ign V doorloopt ^ verplaatst M 
zich over een kubische kromme» die door A, B en C gaat. 
Immers het snijpunt van V met AB behoort bij een zeker punt 
M van AB , terwgl de snijpunten van V met de bovengenoemde 
rechten m\ en m't aan de punten A en B zijn toegevoegd ; de 
meetkundige plaats van M heeft dus drie punten met AB 
gemeen. 

Yalt V met AB samen, dan is de meetkundige plaats van 
M' samengesteld uit drie rechten; een daarvan is natuurlgk 
AB, de tweede de lijn me, die met het oneindig ver gelegen 
punt van AB overeenkomt. 

4. Als M een rechte /beschrijft, doorloopt M' eveneens een 
kubische kromme; haar snijpunten M' met de willekeurig ge- 
kozen rechte s' komen blijkbaar overeen met de drie punten, 
welke l gemeen heeft met de aan e' toegevoegde kubische 
kromme. 

Dit wordt nog bevestigd door de opmerking dat de aan l 
toegewezen kromme slechts drie punten in het oneindige kan 
hebben , n.1. de oneindig ver gelegen punten van AB , BC en 
CA, overeenkomende met de punten, waarin de rechten m^^ 
mm en nt« door l worden gesneden. 

'6. Worden de areale coördinaten van M door ^. v, « 



OPGAVEN. N^ 147 EN 148. 287 

aangewezen , en stelt men x + y-t z = l ena + fi + y=sl, 
dan zgn de coördinaten yan M' 

X = — 1 — , y = — ■ 1 — , Z = ; ^ 



x + z «+y' " ^y + x y+2r' "^z-k-y z + x 

Hiernit volgt, dat M' met M samenvalt, als men heeft 

a?=:l — 2a, y = 1 — 2/3, z=l — 2y] 
zssOj axs=py^ enz. 

Behalve de hierdoor aangewezen vier eindige coïncidenties 
van M' met M heeft de verwantschap er nog drie in het on- 
eindige, n.1. op den omtrek van driehoek ABC. 

Vraagstuk CXLVIII. 

K 1 C. Op de zijden van driehoek ABC beschrijft men de recht- 
streeks gelijkvormige gelijkbeenige driehoeken BCA', CAB', ABC'. 
Vormen P, Q, R een barycentrisch drietal, en trekt men 

a) de rechten door A', B', C' evenwijdig met AP, BQ, CR of 
met BQ, CR, AP of met CR, AP, BQ; 

*) de rechten door A', B', C' loodrecht op AP, BQ, CR of op 
BQ, CR, AP of op CR, AP, BQ; 

c) de rechten door A, B, C evenwijdig met AT, B'Q, CR of 
met A'Q, B'R, C'P of met A'R, B'P, C'Q, 

dan vraagt men onder welke voorwaarden de rechten van elk 
dezer drietallen door één punt gaan. ^) 

(Dr. A. J. A. Prange.) 

Oplossing van Dr. H. van Aubel. 

a) Is m de cotangens van den halven tophoek der gelijk- 
beenige driehoeken en S de inhoud van driehoek ABC, dan 
zijn de barycentrische coördinaten der punten A', B', C' 

(8S-6'-c', (/, JO. (<?'. 88 — c'-a', a'), {b\ a\ SS^a'-V), 

waarin a' = 48 + m(J« + c» - a»), 6' = 48 + m(c*+ a*- ft»), 
c' = 48 + m(a»+6«— c») is. 



1) De opgave Ib door Dr. yxv Aubsl geretoucheerd. 
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Duiden verTolgens {a\ /3', 7') de coördinaten van P aan, 
dan Tindt men voor de door A', B', C' met AP, BQ, CR 
eyenvijdig getrokken rechten do TergelijkiDgen , 

{^W - ft'0') (a + ^ + 7) - 8S (7'/3 - /3'7) - O, \ 
(a'«' _ c'7') (a + /3 + 7) - 88 {a'y -- 7'») = O» •••!)• 
(6'/3' ^aV)(a+/3 + 7)~ 88 (/3'a - £^'^) = O , ) 
Door optelling vefdwgnen a, |3, 7 en vindt men 
(6' - c') a' + (a' - fcO 0' + iP - a') y' = O, 
of, als men a', h\ c' door hunne waarden vervangt, 
(ja- c») c' + (a» - 6*)^'+ (c» - a»)/ = 0. 

Deze vergelijking stelt de mediaan A|G van den eersten 
driehoek Ai6,Ci van Brocard voor. 

Dus gaan de drie bedoelde rechten door één punt M^ als P 
tot de mediaan AiG behoort, d.i. ah driehoek PQR ten opzichte 
van het zwaartepunt G met A|B|Ci homoihetisch is. 

Geeft men aan de vergelijkingen 1) den vorm 

(c'« - 88/3) 7' = {b'8 — 8S7) 0', 
{a'a -- 8S7) a' = {e's - 8Sa) 7', 
{h's - 8Sa) ^' = {a's - 88^) a\ 
waarin s = a + fi \ y \%y dan vindt men door vermenigvuldiging 
{e's — 88^) [a's — 887) {h's — 8Sa) - 



. 2) 

{b's — 8S7) {e's - 8Sa) {a's — 88/3) = O, » 

en hieruit, na herleiding en weglating van den gemeenen 
factor 888, 

+ 88 [(i^ - c2)/37 + (c^ - a»)7a + (a^- 6*)a^] = o'. 

Uit den vorm dezer vergelijking blijkt dat de meetkundige 

plaats van het punt M, als de homothetische verhouding der 

driehoeken FQRy A|B,Ci verandert ^ eene gelijkzijdige hyperbool 

. isj welke met die van Kiepert homothetisch is en deze in de 

punten (1, 1, 1), f — , — , — j d.i, in het zwaartepunt Q en 

in het centrum van homologie der driehodcen ABC, AiBiCi snijdt. 
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'Dé in 2) tuoBchen haakjes geplaatste tweetermen worden 
nul voor de rechten door A', BVC' evenwijdig met CA, AB, BC 
en met AB, BC, CA. Bij gevolg gaat deze hyperbool door 
de punten A', B', C' en door de snijpunten der rechten door 
A^ B', C' evenwijdig aan CA, AB, BC met de rechten door 
B', C', A' evenwijdig aan BC, CA, AB getrokken. 

Trekt men door A', B', C' rechten evenwijdig met BQ, CR, 
AP, dan vindt men voor deze de vergelijkingen 

[6'^' - (88 - 6'- c') «'] 8 — 88 (/3'7 - cc'a) = O, 
[c'a'-(88-c'-a')7']5-88(a'a-7^^) = 0, ' '' 
[a'7' - (88 - a' - 60 ^'] 8 — 88 (-y'^ - (i'y) = 0. 

Door optelling verdwijnen a, j3, 7 en bekomt men voor de 
meetkundige plaats van P 

(88 — 6'— 2cOa' + (88 — a'- 260/3' + (88 - c' — 2a07' = O, 

of, als men a\ b\ c' door hunne waarden vervangt, 

4S(a'+0'+7O+fw[(3aHi*-c^)a'+(3c»+a»-J»)^'+(36Hc^-ö')7l=O, 

d. i. e^ne rechte die 'voor allé waarden van den tophoek der 
gelijkbeenige driehoeken evenwijdig blijft met de rechte voor- 
gesteld door de vergelijking 

(3a» + 6» ^ c») a' + (3c» + a» - 6») ^' + (36» + c» - a») y' = 0. 

Evenzoo vindt men voor de meetkundige plaats van het punt 
P, onder de voorwaarde dat de door A', B', C' met CR, A?, 
BQ evenwijdig loopende rechten door één punt gaan, 

4S(a'+/3'+70+wr(3a»+c»^i»>ï'+(3c»+6»— a»)^'+(3ta+a»^c»)7^=0. 

b) Daar de vergelijkingen del* lóodlijnen uit A', B', C' op 
APy BQ, CR' neergelaten tamelijk ingewikkeld zijn, maken 
wij , om dit gedeelte van het vraagstuk op te lossen , bg voor- 
keur, gebruik van de methode d^r equipo)lenties.. , . , 

Zijn (a', /3', 7O de barycentrische coördinaten van P,'fen 
My M' de snijpunten der loodlijn uit A' op AP met de lóod- 
lijnen uit B', C' op BQ, CR, dan heeft men dé equippllentics 

A^ = ar/AP , B'M = ^iBQ ; A'M' - x'iAF , CM' = ^'iCR ; 

, waaruit men vindt 

M = A'4ir»(P — A) = B' + yf(Q-B), 

' M'==A'+Vi(P-A) = C^+y't(R-C): ' 
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Yerrangt men P, Q, B, A', B', O' door hnnne waarden 

«'A+ZJ^-l-yC fi'A+y'B+a'C y'A + i/B + prC 

^- a' + 0'+/ '^" a' + li' + y' '" a' + ^' + y ' 
(SS—y-cQA + c'B+fe'C „, ifJL + (88— <^- oQ B +g'C 

^ 88 • "" 88 

^ yA+o'B + (88- tf'-ftOC 

*^ 88 • 

en neemt A als oorsprong, dan bekomt men 

. -, «i'AB + 6'AC , . 0'AB + y'AC 

^'^ 88 + ** a' + Zy + r'" 

(88-c'— oQAB+a'AC . — (g' + /SQ AB + a'AC 
88 +^* «' + ^' + 7 

A1M' f:AB+_6'AC ^^AB + yAC _ 

_ o'AB + (88 — 0^—60 AC ,. g'AB — (y + ttQAC 
88 '^^* tt' + fi' + y' 

of, in aanmerking nemende dat 

AO = - t^AB a - (cos A -f t sin A) AB is, 
e c 

_ K + fty (cos A + i sin A) . cj3' + V (eos A + « sin A) 1 

~1 8Sc "^*' c(«' + ^'^-r') J 

r<j(8S -<f — a') + 6a'(cos A + »sin A) 



8S« 



+ 



. -c(«^ + /y) + fea'(co8A + <sinA) ] 
■^^ c(a' + /3' + y') I ' 

4«, fc^+W^cosA + tsinA) , ,.c0'+V(«»A + »mbA)]^_ 
^^"l 88^ +^* cia' + P' + y-) r® 



co' + ft (88 — o' — 60 (cos A + tsinA) 



88c 

,.ca' — b(y' + «O (cos A + «' rin A) ] 

Door scheiding der bestaanbare' en der onbestaanbare termen 
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geven deze equipollenties, na omzetting en gebruik der waarden 
van a', b\ c', aanleiding tot de vergelijkingen 

ft/gBJnA — Jg'yainA 48c+c»w(o'+3y— <!^4-26m(<*'— ^')c<»^ 

a' + ^' + 7' ~ 88 

(f P'^ V COB A) aH- [c (g'+PO — 6«' cofl A] y _ 2t»(a'— 6») sin A 
«' + ^' + 7 ~ 88 * 

6 7V Bin A + fe (y' + «Oi^sin A ^ 

«+'^' + 7' 
— 2cm(c» — o') + [4S + m(3c» + o'— y)]aoo8A 

88 * 

(<?/y+ VcoflAy- [c« -^(Y^+aOcoflA] / _ [4S+m(8c'-f<i»-^»)]68inA 
«' + |3' + 7' ~ 88 

De punten H, M' zullen samenvallen, wanneer de waarden 

'*" ^> . ft> , > «" ^ , 1 ■ , gelijk zQn. Deze waarden uit 

« +P +7 « +p +7 
de vier vergelgkingen getrokken hebben den gemeenen noemer 
168»(/3Y+7'a'+«'j3')- Stelt men duB hunne tellers geljjk 
en geeft men acht op de betrekkingen 

26c cos A = J' + c» — a» , 26c «n A = 48, 
2Ve^ + 2c»a» + 20*6» — o* - i* — c* = 168», 

dan vindt men voor de meetkundige plaats van P de verge- 
lijking 

48m(a' + ^' + yO + aV + c»0' + 6»/ = O , 

dus eme rechte die voor élke waarde van m evenwijdig blijft 
met de rechte 

a««' + c«0' + 6«7' = 0. 

Evenzoo vindt men voor de meetkundige plaatsen van P 
onder de voorwaarden dat de loodlgnen uit A', B', C' opBQ, 
CB, AP of op CR, AP, BQ door een punt M gaan: 

48i»r(a'+/3'4 7')+ («*+*'- «*)«'+ (c»+a»— 6»)/3'+(6»+c«-oV=0. 

c) Yoor de rechten door A, B, C evenwijdig met AT, 
B'Q, CB getrokken, vindt men de vergelgkingen: 
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(J/g/ - 88700 — (c V - 8S0')7 = O, 

(cV— 8S0')7-(aV— 8ea> = 0, } . . • 3) 

(a's' — 8Sa> - (6V— SSyO^ = O , 

waaryan de som identiek nul is. Dus gaan die rechten door 
één punt, voor eene willekeurige ligging Tan het punt P in 
het vlak. 

Vervangt men in 8) («', 0', y^ achtereenvolgens door 
(/3') y^9 a% (y, a\ j3')> dan bekomt men de vergelijkingen der 
rechten door A, B, C evenwijdig mot A'Q, B'R, CT of met 
A'R, BT, C'Qy welker som ook identiek nul is; bg gevolg 
gaan die rechten insgelijks door één punt voor een willekeurige 
ligging van P in het vlak. 

Opmerking. Behoort het punt P(a', 0', 7O1 dus ook QO', y\ a') 
en R(7^ a\ /3'), tot do ellips van Steiner, voorgesteld door 
de vergelijking jSy + 7^ + tf/3 = O, dan ziet men gemakkelijk 
dat de rechten AP, BQ, CR evenwydig zgn, bij gevolg gaan 
de in de gedeelten a) en b) van het vraagstuk bedoelde rechten 
door één punt, in het oneindige gelegen, al zijn zelfs A', K, C 
drie willekeurige punten in plaats van de toppunten van gelijk- 
vormige gelijkbeenige driehoeken op de zijden van ABC als 
bases beschreven. Overigens wordt zulks nog aangeduid door 

X 

de waarden; in het gedeelte b) der oplossing, van ^ ^ , en 

■ o?' ' . 

, ^ — — i , die in dit geval gelijk maar oneindig zgn ; want 

de gemeene noemer dezer waarden bevat den factor 



Vraagstuk CXLIX. 

Q 2. Twee in een ruimte R^ gelegen vlakken zijn bepaald door 
hun snijpunten (i, 2,0, o), (o, 3, 4, o), (o, o, 5, 6) en 
(6, 5, o, o), (o, 4, 3, o) y (o, o, 2, i) met de coördinaatvlakken 
0(X,X2), 0(X2X3), 0(X3X4). Men vraagt naar de coördinaten 
van het snijpunt dier vlakken. (Dr. P. H. Schoutk.) 

Opgelost door J. A. Barrau, W. Mantel, Dn P. H. Schoute 
en Dr. A. Toxopeüs. 
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OploBsiDg van Dr. P. H. Sohoütb. 

Zgn (argj^Ta, a-,, x^), (yi, y,, y»,y4)i («i» ^2, ^3» ^J^® ^oör- 
diaaten van drie willekeurig in B4 gegeven punten V,^ P„ P«, 
dan stellen de betrekkingen 

<. = ^2±i!S!L±JÏL,(i=,,i,,s,,/ ^ 

X + fA+V 

het in al zgn punten Pt ontbonden vlak PxPyP« TÖor. We 
Tinden dus Yoor het gemeenschappelijk punt der beide ge- 
geyene ylakken 

of, als we de beide noemers gelijk aan de eenheid onderstellen 
en de gegeven waarden invoeren, het stelsel vergelijkingen 

A + M + V=l, X' + ;4' + v'=l, 

X = 6X', 2X + 3m = 5V + V. 

4fi + bv= Sfi' + 2v', 61; = v'j 

waaruit volgt 

Dus zijn de coördinaten van het gevraagde punt 

(?, 2A, 2A,f). 

OPMBBEiRa. De coördinaten van het eerste drietal gegeven 
punten vormen y in omgekeerde volgorde genomen , de coördi- 
naten van het tweede drietal. Dit is oorzaak, dat voor het 
gevraagde punt Xi = x^ en x^^=iX^ is; bovendien kan er uit 
afgeleid worden 

X = v', ^=5/14', V = X'. 

Maakt men hiervan gebruik, dan komt voor het stelsel der 
zes lineaire vergelgkingen in de plaats het tweetal stelsels 

X + /i + v=l ) X'-hA*' + v' = l j 

X = 6v j , 6X' = v' 

A4 + 5v = 2X / iu' + 5X' = 2i/' 

enz. 
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Vraagstuk CL. 

jQ 2. Bepaal de vergelijkingen der snijlijn van de in een ruimte 
R4 gelegen, met 0X|, OX,, OX, evenwijdig loopende rechten 

^Tj = ^2 , 4F4 = C^. (Dr. P. H. SCHOUTE.) 

Opgelost door J. A. Bahrau, Dr. P. H. Schoute en Dr. A. 
Toxopsus. 

Oplossing van Dr. P. H. Schouts. 

De gevraagde lijn is de doorsnee der drie ruimten (/,, /,), 
('39 h)f (hf h) ^i® ^^^^ ^® gegeven lijnen ^, /,> 's ^^^ ^^ 
twee genomen zjjn gebracht. Deze ruimten hebben tot ver- 
gelijkingen 



= 0. 



Dus zijn de gevraagde vergelgkingen 

(64 — ^4)3:1 = (6, — Cl) a?4 + (64C, — 6,04) , 
((?4 — a4)x, = (ca — (ia)a?4 + {0^02 - «204), 

(«4 - ft4)a?2 = K - ^3)^:4 + («4*, - 0364). 



af, «4 1 




a?j «4 1 




«, «4 1 


ft. ft«l 


= 0, 


«» «4 1 


= 0, 


0, 04 1 


C, C4 1 




o» «4 1 




6, 64 1 



Vraagstuk CU. 

Q 2. Bepaal de hoeken der beide vlakken van een ruimte R4 , 
welke , op rechthoekige assen , door de paren vergelijkingen 4p, = o , 
^ = o en j^i = ax^ -f- tx^^ x^ = cx^ -f- dx^ worden aangewezen. 

(Dr. P. H. ScHOUTC.) 

Opgelost door J. A. Barrau en Dr. P. H. Schoute. 

Op ossing van J. A. Barrau. 

De hyperspheer met straal 1 en den oorsprong tot middel- 
punt heeft tot vergelgking 

^^+x2^+x^^+x^=\. 
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Door Torbinding dezer yergelgking n^^t die Taa het vlak 

krijgt meo de yergelgking van den in dat vlak gelegea cirkel 
met straal 1. De coördinaten van zijn punten Toldoen dus aan 

of 

(a» + (?+l>r3» + (6«4-(P4-l)V + 2(«i + cd)x,X4 = l. 

Daar in deze yergelgking x^ en x^ niet yoorkomen, geldt ze 
ook yoor de projectie yan dien cirkel op hetylak (ari = 0, ^2=^)1 
die in het algemeen eene ellips is. De halye ass^n dezer ellips 
zgn de cosinussen der geyraagde standhoeken , dus zijn 009^ ^ 
en cos'i^ de wortels eener yierkantsyergelgking, welke yoor 
de ellips 

A«» + 2Ba?y + (V + H = O 
de gedaante heeft 

(AC - B>» + (A + 0)?ii+ W = O, 

In het gegeyen geyal yindt men dus 

Kö*+c*+l)(**+cP+l)-(aJ+cd)*}M»-(a*-f-iHcH<P+2)ti+l=0 

of 

\{ad - hefW^- &»+c*+d^H-l l«** — (a*+6*-hc^+eP4-2)tt+l =0. 

OPHSRKIN0. Deze wortels zijn gelgk als de projectie een 
cirkel is, dus 

<r» + 6* = c» + cP en a6-f-cd = 0, 
d. w. z. 

a = ({yi = c of a = — d^ h=zc. 

De ylakken bezitten dan oneindig yele onderling gelgke 
standhoeken. 

Yoor ad — &c = O is een der wortels 1, dos een standhoek 0^ ; 
de ylakken yerkeeren in het stereometrische geyal. 

Yoor wortels gelgk aan nul (loodrechte stan4en) zijn de 
yergelgkingen in dezen yorm ongeechikt 

Oplossing van Dr. P. H. Schoute. 
De hoek ^ geyormd door de Ignen uit den oorsprong naar 
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ie punten (:r, , ar^, a?,, x^)^ (yj , ya, ^3, Va) wordt gegeven door 
de vergelijking 

006 ó ^^^ ■ ■■ ■ • ■ — ■ ■ - ■- .- ■ ^ 

K(x,^ + Xa^+ar3^-H:r,^)(y,» + ya^ + ys* + y4^) 

Is nu (X|., :r2, «3, x^) een willekeurig punt (aA 4- 6/ti, cX + ^^Mi 
A, fi) van het 'tweede vlak en (y, , y^, 'yj, yj de projectie 
(O , O , A , /u) van dit punt op het eerste , dan wordt deze hoek 
^ dus bepaald door 

V,X^ 4- 11* 
cos ^ = • 



of, als we ' — = v stellen, door 



yiaX + V)^ + (cA + d/ti)> + A^ + M*' 
or 



cos ó = — ■ 

V^(av + öy^ + (c./ + i)2 + ^2 + 1 

We bepalen de grenswaarden van ^ langs elementairen weg 
door de waarden van ^ te zoeken, waarbg v onbestaanbaar 
wordt. We hebben 
. {(a» + c» + l)i'^ + 2{ab + crf)y + 6^» -f d» + U cos» # = v» -fc- 1 , 
'of 

\{a^ -\-.<^ + 1) oos»> — IW + 2{(aft +■ cd),eo»^^lv -f 
4. (62 ^_ ^a _|. 1) cos« ^ — 1 = 0. 
Dus worden de gevraagde grenswaarden bepaald door de 
vergelijking 

[(a* + c* + 1) cos» ^ — 1] [(6» + (P 4- 1) cos» ^-1] -^ab-\'cd)^ cos*^ 
d. i. door 

((»*+■ c^ - tg» ^) (6» + d» ^ tg» ♦) = (ai + cd)» 
of door 

tg* ^ — (a» 4. 6» + c» + d») tg» ^ -f. (ad — 6c)» = 0. 

> De wortels dezer vierkantsvergelgking in tg»^ zgn altijd 
bestaanbaar. • Want voor den vorm onder het wortelteeken vindt 
mea bij oplossing 

(a» + ia + c» + d»)» — 4((id — 6c)» . 
= j(a 4. d)» + (6 - c)»n(a - d)^ + (i + c)»|. 

Voor a = dj 6 = — cofa = — d, b = c worden de beide 
' atandhoeken aam elkaar gelijk , enz. 
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Vraagstuk CLII. 

J 2 f • In een bak zijn n genummerde ballen. Daaruit wordt 
zoo dikwijls een bal getrokken en er weer ingeworpen, tot dat 

a) m verschillende nummers, 
ê) m aangewezen nummers 

getrokken zijn. In beide gevallen het gemiddeld aantal trekkin- 
gen te bepalen, ook wanneer reeds ballen getrokken waren. 

(F. SCHUH.) 

Oplossing van F. Schuh. 

Zij het gemiddeld aantal malen dat men een bal moet trekken 
om in het geheel m verschillende nummers getrokken te hebban , 
op het oogenblik dat er reeds x verschillende getrokken zijn, 

X 

f(xy Men trekt nu een bal die met een kans — tot de reeds 

n 

n — X 

getrekkenen behoort , dus met een kans tot de nog niet 

ft 

getrokkenen. Volgens de regels voor het werken met gemid- 
delde aantallen is nu 

/(«) = ! + J/(a;) + ^/(* + l), 

n H 



of 



/(a')=-^+/(^+l), 

n — X 



waaruit men gemakkelgk afleidt 
Daar /(w) = O is, wordt 

/(*) = « !r—z-r7+ — im;-^---+ „ \ , + ^ 



n — «1 + 1 n — iH+2 n — x — 1 « — x 

Wmk. Opo., Dl. VIII. 20 
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Stelt men l-|-i4-i-t-^+...+ y^S(i), dan kan men 

ook schrijven 

f(x) = n {S(n - ar) - S (n - m){. 

Zij verder het gemiddeld aantal malen dat men een bal moet 
trekken om m bepaalde nummers te trekken , op het oogenblik 
dat er reeds x van die nummers getrokken zijn, ^{x)j dan vind 
men op dezelfde wijze als boven 



of 



X -\- H — fW , ^ M — X 

♦ (a!) = l + 0(a:) + -— — «(xf n, 

ft n 



M — X 



waaruit men vindt 

^ (rr) = — w [S(m) — S(m — x)] 4- #(0), 
of daar <p (m) = O is , dus 

^(0) = n8(m), 
(a:) =- w S(m — x). 

Men kan in dit vraagstuk gerust tn^^n nemen zonder iets 
aan de algemeenheid te kort te doen. Immers is dan x niet 
nul , dan heeft men toch reeds het geval dat n — x bepaalde 
nummers moeten getrokken worden (daar de andere x reeds 
getrokken zyn). Maar voor in = n is de vraag b) identiek met 
de vraag a) , daar n verschillende nummers van zelf bepaalde 
nummers zijn, nl. allen van 1 tot n. Men vindt de vraag b) 
dus direkt door in vraag a) ifi = n te stellen, waaruit volgt 

(ar) = w 8 (n — ar). 

Als men nu bedenkt dat (n — ar) het aantal bepaalde ballen 
voorstelt, die nog getrokken moeten worden, waarbij het er 
niets toe doet hoeveel andere bepaalde ballen reeds getrokken 
zijn, vindt men voor fn<Cn 

(ar) = n 8 (m — x). 

Vraagstuk CLIII. 

J 2 C. Twee spelers , A en B , hebben a en d fiches en spelen 
telkens om één fiche; A heeft een kans/, B een kans ^ om te 
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winnen. Hoe groot is het gemiddeld aantal spelen, dat noodig is 
om te bewerken dat een der spelers niets meer heeft? 

(F. SCHUH.) 

Oplossing van F. Schuh. 

Om dit vraagstuk op te lossen kan men de volgende stelling 
toepassen : 

Een zekere handeling heeft een onbeperkt aantal malen 
achtereen plaats. Dan is het gemiddelde aantal van de hande- 
lingen die noodig zijn om een gebeurtenis te weeg te brengen , 
die men kan beschouwen als het na elkaar plaats vinden van 
twee van elkaar onafhankelijke gebeurtenissen, gelijk aan de 
som der gemiddelde aantallen handelingen, noodig voor het te 
weeg brengen van ieder dier afzonderlgke handelingen. 

Zij nl. ^(n) de kans dat de gebeurtenis in n handelingen 

tot stand komt, dan is 2^(n) = l en 2tió(n) = a het gemid- 

1 1 

delde aantal handelingen daarvoor noodig. Zijn \p(n) en x(n) 
die kansen voor de beide onafhankelijke gebeurtenissen , zoodat 

OD 00 

ook 2i/>(n) = l en Sx(w)=l» dan is 

♦ W = 'A(l)x(**-ï) + ^(2)x(w-2) + .... + iA(n-l)x(l). 
Het gemiddelde aantal handelingen wordt dus 

a = Sff*(n) = StKn) Kn+l)x(l) + («+2)x(2)+(n+3)x(3)-|- . . . .| = 
1 1 

OD OD 00 co 00 00 

= S n\p(n) • 2 x{m)+ S i/^(n) . S mx{in)= S nxl^n) + Smx(m) = /3 + 7 , 

waarin /3 en y de gemiddelde aantallen handelingen zijn, noodig 
om de gebeurtenissen I en II te weeg te brengen. 

Zij nu de gebeurtenis II niet meer van I onafhankelijk. 
Wij onderstellen dat als I tot stand gekomen is, er zich twee 
mogeiykheden kunnen voordoen, een met kans r, waarbij het 
gemiddelde aantal noodig voor de gebeurtenis II, S is, en een 
andere met kans 1 — r, waarvoor dat aantal e is, dan moet men 
het gemiddelde aantal handelingen noodig voor II op rS + (1 — r) e 
stellen en dan de vorige stelling toepassen. 

Deze tweede stelling bewijst men aldus: Zijn Xi(^) ^'' Xa(^) 
de kansen dat de gebeurtenis II in n handelingen tot stand 

20* 
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kotnt, al naar gelang zich de eeoe of de andere mogelgkheid 
voordoet, dan is ^ (n) = r xi (») + (1 — r) xi (^) ^^ ^^^ 

7= Snx(«) = r2nxi(«) + (l— r)inxa(«) = r8-|-(l— r)€. 
1 1 1 

Beide stellingen zijn nu gemakkelgk uit te breiden Toor 
meer dan twee gebeurtenissen, zoo dat na afloop van iedere 
gebeurtenis verschillende mogelijkheden kunnen intreden. 

Passen we deze stellingen nu op ons vraagstuk toe, dan 
kunnen we de gebeurtenis (het zich ruineeren van een der 
spelers) in twee gebeurtenissen splitsen; zo kunnen nl. eerst 
één spel spelen (gebeurtenis 1), waarbij zich 3 mogelijkheden 
kunnen voordoen, nl. A wint, B wint of er is remise, en nu 
wordt gespeeld tot een der spelers niets meer heeft (gebeur- 
tenis II). Is het gemiddelde aantal spelen noodig voor het 
ruineeren van een der spelers op het oogenblik dat A nog x 
fiches heeft, f{x)y dan is dus 

f(x) = 1 + pf{x +l)-^qf(x-^l) + {\-p-q) f{x) 
of 

{p + q)f{x)-pf{x+\)-qf{x^\)^\, 

uit welke lineaire diiFerentievergclIjking f{x) moet bepaald 

worden, in aanmerking nemend dat men heeft /(O) = O en 

/(a + fc) = 0. 

De oplossing van de vergelgkiog zonder 2^ lid is van den 

vorm \*\ door substitutie vindt men (pH-5)A — p\* — 5=0, 

q 
dus X = 1 of A = -^. De algemeene oplossing der vergelgking 



zonder 2^ lid is dus 



C + C^i)'. 



Een particuliere oplossing van de vergelijking met 2** lid is 

van den vorm C^ ; door substitutie vindt men Cj = . De 

q—p 

algemeene oplossing van onze differentievergelijking is dus 



\p I q — % 



q^p 

De constanten C, en C, bepaalt men uit /(O) s? O en 
f{a + A) = O ; men vindt 
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a 


1 + 6 






(P- 


-2)|l 


-(f)* 


+ * 


zoodat 


men 


heeft 
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(a + h — x)p' + * + a?g* + * — (g + %« + *-*;* 

Dus bij den aanvang voor het gemiddelde aantal spelen (x=a) 
_ ^^ * + «9*+ * — {a+l>)p*q' 

Is p = ï, dan yindt men hieruit, door teller en noemer twee- 
maal naar p te differentieeren en daarna p == q te stellen , 

/(a)^Tr'* ^^ k<^ ii^^i^ echter ook vinden door reeds in de 
2p 

differeutieyergelijking q^^p te stellen. Dese krggt dan twee 

gelijke wortels A = 1 , maar nu zijn f(x) = Ci en f(x) = Cj^ï 

x^ 
oplossingen van de vergelijking zonder 2^ lid , terwgl f{x) = — 

2p 

een particuliere oplossing is van de vergelijking met 2^* lid. 

De algemeene oplossing der differentievergelijking 

Wix) - pf{x + 1) - pf{x - 1) = 1 is dus 

2p 

De constanten C, en Cj bepaalt men weer uit /'(0) = ü en 
/•(a + 6) = 0. 

Men vindt C, = O , Co = — - — , dus 

en 

ah 

Sluit men remise uit (i> = i), dan wordt nog eenvoudiger 
f ia) = ab. 

OPMBRKiKa. Deze beschouwingen gelden niet voor het waar- 
schijnlijkste aantal spelen* Welk verschil er tusscheu beide 
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aantallen kan bestaan, ziet men aan het volgende voorbeeld. 
Zij a= 1 , b groot en p = g =r ^. Dan is het gemiddelde aantal 
spelen 6, dus groot; de kans dat in één spel een der spelers 
(hier A) geruineerd is, is echter ^ en dus de kans voor alle 
andere aantallen spelen te zamen ook ^. Tan al die aantallen 
heeft 1 dus verreweg de grootste waarschijnlijkheid. Het ge- 
middelde aantal spelen noodig voor het zich ruineeren van een 
der spelers is dus b, het waarschijnlijkste aantal 1. 



Vraagstuk CLIV. 

M^ 5 k a. Bepaal de meetkundige plaats der punten waarvan 
de projecties op vier in een vlak gelegen rechten door een cirkel 
kunnen verbonden worden. (Dr. J, de Vries.). 

Opgelost door T. J. Allersma, Dr, W. Bouwman, Dr, C. 
Stolp en Dr. J. de Vries. 

Oplossing van Dr. C. Stolp, 

Als n rechten in een plat vlak zóó zijn gelegen, dat zg ééne 
kegelsnede kunnen raken, dan kunnen de projecties van de 
brandpunten op die rechten door een cirkel verbonden worden; 
want de voetpuntenlijn der brandpunten is de cirkel, dien 
men op de door de brandpunten gaande as als roiddellgn kan 
beschrijven. Hebben omgekeerd n rechten en één punt zoo- 
danige ligging ten opzichte van elkaar, dat de projecties van 
het punt op de rechteo door een cirkel kunnen verbonden 
worden, dan kan men een kegelsnede construeeren , die het 
punt tot brandpunt heeft en waarvan de as de door dit punt 
gaande middellijn des cirkels is; dan zal deze kegelsnede de 
n rechten raken. 

Deze beschouwing toepassende op het geval n = 4 van ons 
vraagstuk, zien wij, dat de gevraagde meetkundige plaats 
identisch is met die van de brandpunten der kegelsneden, 
welke de gegeven rechten raken, dus met de focaalkromme 
der vierzijde. 

Het punt, waarvan de projecties op de vier rechten door 
één rechte lijn verbonden kunnen worden , is het brandpunt der 
parabool, die de gegeven rechten raakt. 
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De meetkundige plaats Yan de middelpunten der voetpunten- 
cirkels is de rechte, die door de middens der diagonalen van 
de yierzijde gaat. 

Oplossing van Dr. W. Bouwman. 

Zijn de vergelijkingen der vier Ignen 

y =r mio: + «•...(»= 1 , 2, 3 , 4) 

en is (S, I}) het punt, waaruit de vier loodlijnen worden neer- 
gelaten, dan zijn de coördinaten der vier Toetpunten 

_ g + mjiy — mjfii _ Wig + m^ii + m 

^'~ 1 + itii^ ' ^'~ l + ffi.2 

De voorwaarde , dat deze vier punten op een cirkel liggen , is 

\x,^ + yi^ j Xi , yi , 1 1=0... (1=1, 2, 8, 4). 

Stellen wij hierin de waarden voor xi' en yi, dan wordt 

1 P+2mig„-|-WiV-t-f«i^ , S+Win-miWi , miS+mi»„-hni^ l+na^ \ = 0. 

Trekken wij nu van de eerste kolom g maal de tweede en 
ff maal de derde af, dan vinden wij 

I iWiWiS— «i»i|+fij* , K+fnivi—fniiti , m£-\-mfq+ni^ , 1+Wj* | =0. 

Deze betrekkiug tusschen g en ly stelt de gezochte meet- 
kundige plaats voor; zij is dus eene kromme van den derden 
graad. 

Het is analytisch zoowel als meetkundig gemakkelijk in te 
zien, dat deze kromme door de zes snijpunten der vier gegeven 
lijnen gaat. 

Vraagstuk CLV. 

K 8 b. Gegeven zijn de zijden a^ b^ c ^ d van een koorden- 
vierhoek. Bepaal de lengte der lijn, die de snijpunten der over- 
staande zijden verbindt, (Dr. J. de Vries.) 

Opgelost door J. A. Barrau, Dr. W. Bouwman, Dr. C. 
Stolp , Dr. A» Toxopeus , B. J. van Trotsenburg en Dr. J. de Vries. 
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Oplossing van Dr. W. Bouwman. 

Wij stellen AB=o, BC=6, CD=c, DA=rf, (AB, DC) = B. 
(AD, BC) = P. 

De lijnen DF. FC, C£, BE zgn met behulp van gelykror- 
mige driehoeken gemakkelijk te vinden. 

iM, cicd-\-ab) 



A/J? 


~ a»-<!f» ' 


CF 


c(ad-+-bc) 


~ a*-<fl ' 


CE 


b(ad+be) 


~ d*-b* * 


P1!< 


b(ed-hab) 



Denken wij ons nu driehoek FDE door wenteling om FE in 
den Btftnd FD'E gebracht, dan wordt EBFF een koordenvier^ 
hoek, waarvan EF een diagonaal is. 

Volgens een bekende formule hebben we dan 

gp2^ (BFxËïr + ÊBxFD') (BFxFD^ + D^xËB) 

~ ËBxBF + FFxFÊ 

Stellen wij hierin de bovenstaande waarden , dan komt na 
eenige herleiding 

^ (ad + bc) (ab 4- de) \ac((P — ft»)» + M(a^ ■> c^)>| 

Opmerking. De cirkels BCE en CDF snijden elkaar op de 
lijn EF. Hieruit volgt de betrekking 

ËF^ = ËCxÊD + FCxFB. 

(C. S.; A. T,; B, J. v. T.; J. d. V.). 



Vraagstuk CLVI. 

K 9 a. Wanneer van vier in een vlak gelegen rechten een 
evenwijdig is met de verbindingslijn van zwaartepunt en hoogtepunt 
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van den door de overige rechten gevormden driehoek, dan geldt 
deze eigenschap voor elke der overige drie. Men vraagt het be- 
wijs. (Dr. P. Zeeman Gz.) 

Opgelost door J. A. Barrau, J. A. Kerkhoven, Dr. A. van 
Thijn, B. J, van Troïsenburg en Dr. P. Zeeman Gz. 

OploBsiug i>an B. J. tan Trotsenburg en Dr. P. Zeeaian Gz. 

"^yi^ ('m ^1)9 (^21 y^i (^3' ys) ^^ rechthoekige coördinaten 
der punten A, B, C, dan hebben de rechten BC, CA, AB 
tot richtingBCoëf&ciënten 

y2-y3 ^ ^3 - yi ^ yi - y2 

«2 — ^3 ^3 - '1 ^1 - ^2 

en de loodlijnen uit A en B op BC en CA worden Yoorgesteld 
door de vergelijkingen 

y - yi = (a?-a?,), y— y2= (a? - x^. 

Een willekeurige rechte door het hoogtepunt van ABC heeft 
tot vergelijking 

»w, (y — y,) + (x — a?i) -h A 1 tw2 (y - y2) + (« - xaX = 0. 
Zij zal door het zwaartepunt gaan, als A voldoet aan de 
voorwaarde 

»w, (y2 + y3 — 2y,) + fe + ^3 — 2a?,) + 
+ ^{^^2 (ys + yi - 2y2) + (2:3 + re, - 2r,)| = 0. 

Hieruit volgt, dat de richtiogscoêfficiënt der verbindiogBlijn 
van zwaartepunt en hoogtepunt bepaald is door 

^ ^^1 (yt + y3 — 2y,) — ^^ (ya + yi — 2y2) — 3 (;g, ~ x^ 
* 3m,yw2 (yi — y2) + »w, (a?3 + a?i — 2^2) — Wj {xi + a?3 — 2a:,)' 

Gebruik makende van de betrekkingen y, — y^ = 1113 (x, — x^ 
enz. vindt men 

w,W2 + m^^n^ + JW3W, + 3 
t«A = — 



3mim2f'73 + »Wi + ^«2 + ^^3 
of 

3/11, W2W3W4 + wi, Wa + iw, W3 + w, W4 + in^^^ + W2W4 + W3m4 + 3 = 0. 

Uit de symmetrie dezer betrekking ten opzichte van de 
richtingen der vier rechten volgt terstond de waarheid der ge- 
noemde eigenschap. 
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Vraagstuk CLVII. 

M' 9 e. Gegeven zijn twee in onderling loodrechte vlakken ge- 
legen cirkels , welke hetzelfde middelpunt en de stralen a en ^ hebben. 
Onderzoek het oppervlak , dat omhuld wordt door het vlak , dat de 
verbindingslijn van een punt van den eersten cirkel met een punt 
van den tweeden loodrecht middendoor deelt. 

(Dr. P. Zeeman Gz.) 

Opgelost door W. Mantel en Dr. P. Zeeman Gz. 

Oplossing loan W. Mantel. 

I. Als coördiDsatvlakken gebruiken wij de vlakken der 
cirkels en een vlak door hun middelpunt loodrecht op die vlak- 
ken. De cirkels kunnen dan worden voorgesteld door y^ + 2' = o^ 
, met a; = O en «* + a:* = ft^ mot y = 0. Wij zullen a > 6 
onderstellen. 

Een punt P op den eersten cirkel bepalen wg door de coör- 
dinaten O , a cos u , a sin tl ; een punt Q op den anderen door 
6cost;, O, 6sinr. liet vlak, dat PQ rechthoekig middendoor 
deelt, wordt dan voorgesteld door 

(x — \h cos f?) ( — 6 cos t?) + (y — \a cos u) (a cos u) + 

4- (« — 4 a sin I* — i 6 sin f?) (a sin u — 6 sin v) = O, 
of door 

— bx cos V -{-ay cos u + (aBinu — 6 sin v) 2r =? ^ (a* — 6*). 

Door differentiatie ten opzichte van u en v vinden wg 

— ay sin u-]- az cos u = O , 

bx sin V — bz cos v = O, 

Uit deze drie vergelgkingen volgt, dat het oppervlak wordt 
voorgesteld door 

(a^ — 6*) sin u cos v (a^ — b^) cos u sin v 

X = , y ^^^ " - - 

2 (a sin » — b sin u) 2 (a sin i; — b sin u) 

(a^ — 6*) sin u sin v 

z = 

2 (a sin t; — b sin u) 

Als men echter ti en o elimineert, verkrijgt men 

±:a(yM^2)*±:6(a;- + ;3»)* = i(«^ — ft*)» 2) 



1) 
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of in meetbaren Torm 

1 6 { a^ (y2 + 2») — 6^ (r^ + 2*) p - 

Het oppervlak is dus yan den vierden graad. 

IL Vlakke doorsneden. In YOZ vinden wij uit 2) 
de twee ellipsen 






2a 



Deze hebben O tot brandpunt en snijden elkander op OY 

ia de punten a? = 0, y = ± — , = 0; twee imaginaire 

snijpunten liggen oneindig ver. 

In ZOX vinden wij de twee hyperbolen 

Deze hebben O tot brandpunt en sngden elkander op OX in 

0^- b^ 
de punten x= ± — — — , y = O, « = 0; twee reëele snijpun- 

ten liggen oneindig ver. 

In XOY vinden wij de vier rechte lijnen 

« = O, ±.ay±.bx = i{a^ — b^). 

Deze liggen in de vlakken, die de Ijjnen tussehen de snjj- 
punten van OX en OY met de gegeven cirkels loodrecht mid- 
dendoor deelen. 

In het oneindig ver gelegen vlak heeft het oppervlak een 
dubbelkegelsnede ; zg wordt geprojecteerd door den kegel 
iV-ay = (a* — 6*)c^ 

Vlakken door OX of OY snijden het oppervlak volgens twee 
kegelsneden; immers de doorsnede heeft vier dubbelpunten , 
twee op OX of OY en twee oneindig ver; uit vergelgking 2) 
blijkt het overigens gemakkelijk genoeg. Wil men de kegel- 
sneden één voor één hebben, dan stelle men in 1) u of v 
standvastig. 

Is u de standvastige, dan elimineert men v en vindt 
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Ala men z = z^ sin u stelt , wordt de doonnede ia haar eigen 
vlak voorgesteld door 

Wanneer men deze doorsneden in ZOX neerslaat, vormen 
ze een bundel van kegelsneden , die elkaar in twee punten der 
as OX aanraken. 

Is f' de standvastige, dan elimineert men u, en vindt 

&a / ^2 _ fta \2 

^ = a.tgi;, y' + ^=-^^.-[z ^-«^«^-j- 

In haar eigen vlak worden zij , door middel van ^ = 2, sin v, 
Toorgeateld door de vergelijking 

Twee kegelsneden van verschillende stelsels snjjden elkander 
in een punt, waarvan 1) de coördinaten geeft. Drie kegel- 
sneden van het eene stelsel kunnen dienen als richtlijnen yoor 
het andere. 

Een vlak door eene der in XOY gelegen rechte lijnen snijdt 
het oppervlak nog volgens een kromme Ijjn van den derden 
graad; io het bijzonder geval, dat het vlak evenwijdig aan OZ 
is, vindt men eene parabool» terwijl het vlak in alle punten 
der rechte aan het oppervlak raakt. 

Behalve deze vier parabolen kan men nog andere kegel- 
sneden op het oppervlak aanwijzen ; de puntbol x^'\-f/^ + s^ = 
snijdt het oppervlak volgens vier vlakke kromme lijnen, zooals 
uit 2) dadelijk is te zien. De vlakken van deze cirkels snijden 
het oppervlak dan nog eens weer volgens cirkels, zoodat men 
in het geheel acht onbestaanbare cirkels verkrijgt. 

IIL Dubbelpunten. Deze moeten Toldoen aan de 
vergelijkingen, welke ontstaan door 3) ten opzichte van elke 
der coördinaten te difFerentieeren. Men ziet spoedig, dat 

- — = O en ;r— = O met elkaar in strijd zgn als niet a? of y 

dx dy 

nul is. Er zijn geene andere dan de vroeger gevonden snij- 
punleu der vier in XOY gelegen rechten. 
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De TergelijkiDg yan den raaklijnenkegel in een dubbelpunt 
wordt berekend naar de formule 

( ö è ö )(2) 

|(X-.)^4-(Y-y)^- + (Z-.)^j /(...v,.) = 0. 

Voor het punt 1 — — r — , O, OJ vindt men 

/ a^ — 6^ \* 
6» ^X j - a»Y^ - ix^'L^ = 0. 

Het oppervlak ziet daar dus uit als een rechte cirkelvor- 
mige kegel. 

IV. Vorm. Met behulp van de hoofddoorsneden maakt 
men zich eene voorstelling van het oppervlak; om den oor- 
sprong heen ziet men een gesloten cel, die aan een kussen 
doet denken , waarvan de hoeken op de coördinaatassen liggen. 
Uit de scherpe hoeken op OX gaan kegelvormige pluimen naar 
het oneindige. Uit de stompe hoeken op OY gaan bladen die 
om OX heen zich met elkander vereenigen. Men heeft als 
het ware twee toegevoegde hyperboloïden met een kleine el- 
lipsoïde er binnen in; de laatste hecht zich vast aan de toppen 
der tweebladige, en aan de naastbijgelegen toppen der een- 
bladige hyperboloïde. 

Opmerkingen. I. Uit de vergelijking 2) blijkt dat het op- 
pervlak de meetkundige plaats is voor de punten, waarvao de 
afstanden tot de cylindervlakken y^ -\-^-=^ |a^ en a;^ + 2^ = \V^ 
zich omgekeerd verhouden als de stralen dier cylinders. 

(W. M.) 

II. Het raakpunt van het vlak dat PQ loodrecht midden- 
door deelt, met het omhulde oppervlak is gemakkelijk te 
oonstrueeren , daar de vlakken 2; = y tg u en z-^- xi%v ^^ 
gegeven cirkels in P en Q loodrecht sngden. Men heeft hier 
een bgzonder geval van de volgende» gemakkelgk te bewijzen, 
eigenschap : Het vlak ^ dat de verbindingslijn van het op de 
kromme a gelegen punt P en het op de kromme /3 gelegen punt 
Q loodrecht middendoor deelt , omhult een oppervlak F als P 
en Q de gegeven krommen doorloopen. Het raakpunt van 
met r ligt in de normaalvlakken van <y en /3 in P en Q. 

(P. Z.) 
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Vraagstuk CL VIII. 

4 c. Van welken graad is de dubbelkromme van het ontwik- 
kelbaar oppervlak, dat een gegeven kubische ruimtekromme en een 
gegeven kegelsnede tot richtlijnen heeft? (Dr. P. Zeeman Gz.) 

Opgelost door Dr. W. Bouwman , Dr. W. A. Versluys en 
Dr. P. Zeeman Gz. 

O p 1 o B 8 i n g van Dr. P. Zeeman Oz. 

1. Zy C* de in het vlak V gelegen kegelsnede, R' de ge- 
geven ruimtekromme. Raakvlak van het ontwikkelbaar op- 
pervlak O, dat de beide krommen tot richtlijnen heeft, is elk 
vlak, dat eene raaklijn van elk der krommen bevat; beschrg- 
vende lijn van O elke rechte, die een punt van C^ verbindt 
met een punt van R^, wanneer de raaklijnen der krommen in 
die punten elkander snijden. 

Op het oppervlak O is R^ eene dubbelkromme. Want de 
raaklijn in een willekeurig punt P van R' snijdt twee raak- 
lijnen van C^; de raakpunten dier raaklijnen bepalen twee be- 
schrijvende lijnen van O, die door P gaan. 

Verder is C* eene viervoudige kromme op het oppervlak. 
Immers de raaklgn in een willekeurig punt Q van C? snijdt 
vier raaklijnen van R^, de raakpunten dier raaklynen geven 
vier beschrijvende lijnen van O, die door Q gaan. 

2. Hieruit volgt dadelijk, dat het oppervlak O Tan den 
veertienden graad is. Immers de doorsnede van O met het 
vlak V bestaat uit de viervoudige kegelsnede O en de zes 
raaklijnen , welke men uit de snijpunten van R^ met V aan C^ 
kan trekken; die doorsnede is dus van den veertienden graad. 

Ditzelfde getal vindt men ook op de volgende wijs. Over- 
eenstemmende punten van R^ en C^ noemen wij punten, die 
op eene beschrijvende lijn van O liggen; met een punt A van 
R^ komen dus twee punten van C^, met een punt B van C^ 
vier punten van R^ overeen. Is nu { eene willekeurige rechte 
der ruimte en projecteert men uit l de punten van R^ en (? 
door twee vlakkenbundels W en W, , dan ontstaat tusschen 
de vlakken dier bundels eene correspondentie (6, 8). Immers 
elk vlak W snijdt R^ in drie punten en met elk dezer komen 
op C^ twee punten overeen, zoodat met elk vlak W zes vlak- 
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ken Wi oyereenstemmeD. Eveozoo snjjdt C^ elk vlak W, in 
twee punten, die elk met yier punten van R^ overeenkomen; 
met een vlak W^ stemmen dus acht vlakken W overeen. 

In eene dergelijke correspoodentie komt het veertienmaal 
▼oor dat een vlak W met een homoloog vlak Wi samenvalt. 
Door de willekeurige rechte l gaan dus 14 vlakken, die elk 
een punt van C^ en een daarmee overeenstemmend punt van 
B?j dus eene beschrgvende lijn van O bevatten; O heeft dus 
met l veertien punten gemeen. 

3. Ten einde het aantal raakvlakken van O door een wil- 
lekeurig punt M , dus de klasse van O , te bepalen , projecteere 
men uit M de beide krommen C^ en R^ door twee kegels , die 
dan achtereenvolgens van de tweede en vierde klasse zyn. 
Deze kegels hebben acht gemeenschappelijke raakvlakken, het 
oppervlak O is dus van de achtste klasse. 

Zooals men dadelyk inziet, komen op O geene dubbelrechten 
voor, daarentegen wel stationaire raakvlakken. Daar toch de 
kromme R' van de derde klasse is, zgn er zes osculatie vlakken 
dezer kromme, die G^ aanraken. Elk dezer osculatievlakken 
heeft met R^ twee opvolgende elementen gemeen; daarin val- 
len dus twee opvolgende raakvlakken van O samen, zoodat 
elk hunner een stationair raakvlak van O zal wezen. Het 
aantal dezer vlakken is dus zes. 

De gevonden getallen stellen ons in staat, om den graad 
der volledige dubbelkromme van het oppervlak O te bepalen. 
Volgens de formules van Caylet heeft men: 

i = n (n~ 1) - 2 (a? + rf) - 3 (m + Ö) , 

a = 3fi(n — 2)- 6{x + d) — 8{m + 0) , 

waarin n en A; graad en klasse van O, m den graad van de 
keerlijn, O het aantal buigraaklijnen dier keerlijn, a het aan- 
tal stationaire raakvlakken van O, x den graad der volledige 
dubbelkromme en d het aantal dubbelrechten van het opper- 
vlak voorstelt. Substitueert men nu hierin n = 14 , £; = 8 » 
d = O , a = 6 , dan verkrijgt men , door eliminatie van m + ö, 

X = 51. 

Dit is de graad van de volledige dubbelkromme van O. De 
doorsnede van O met een willekeurig vlak is dus eene kromme, 
die 51 dubbelpunten heeft. Drie daarvan liggen in de snij- 
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punten van dat vlak met R^; bovendien heeft het vlak met 
C? twee punten gemeen die , omdat (? eene viervoudige kromme 
op O is, elk een viervoudig punt der doorsnede zullen op- 
leveren. Daar nu een viervoudig punt voor zes dubbelpunten 
telt , zullen in de beide snijpunten van G^ met het vlak 12 
van de 51 dubbelpunten vereenigd zijn. De doorsnede van 
het willekeurige vlak met O heeft dus 36 dubbelpunten, die 
op het noch met R' noch met C' samenvallende deel der dnb- 
belkromme gelegen zijn. Dat deel is dus eene ruimtekromme 
van den 36^ graad. 

4. Bij het voorgaande is ondersteld, dat R^ met het vlak 
y drie punten gemeen heeft, waarvan geene twee samenvallen 
en geen enkel op C^ gelegen is. Is aan die onderstelling niet 
voldaan, dan zal het van R^ en (? verschillende deel der 
dubbelkromme van lageren graad zijn. 

Op analoge wijze als boven vindt men: 

1) Raakt R^ het vlak Y in een niet op C^ gelegen punt, 
dan is dat deel der dubbelkromme van den 26** graad; 

2) Osculeert R^ het vlak Y in een niet op C^ gelegen pant , 
dan is het van den 18'" graad; 

3) Heeft R^ met C^ één punt gemeen , dan is het bedoelde 
deel der dubbelkromme van den 20'" graad; 

4) Heeft R^ met C^ twee punten gemeen, dan ia het van 
den 8'° graad; 

5) Heeft R^ met (? drie punten gemeen, dan heeft O, 
behalve X:^ en (?, geene dubbelkromme. 

Laat men het vlak Y overgaan in 't vlak in 't oneindige , 
C^ in den imaginairen cirkel in 't oneindige , dan gaat het in 
't voorgaande onderzochte deel der dubbelkromme van O over 
in de focaalkromme van R^, dus in de meetkundige plaats der 
middelpunten van alle puntbollen, die eene dubbele aanraking 
met R^ hebben. Uit het voorgaande volgt dan, dat de focaal- 
kromme van eene kubische ellips of hyperbool, eene kubisebe 
hyperbolische parabool of eene kubische parabool achtereen- 
volgens eene ruimtekromme van den 36®° , 26^ en 18®° graad 
zal zijn. Heeft eindelijk R^ met den imaginairen cirkel twee 
punten gemeen, dan is die focaalkromme van den 8®° graad. 
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Vraagstuk CLIX. 

M^ 5h a. Bepaal de meetkundige plaats van de middelpunten 
der bollen y welke een dubbele aanraking hebben met de kubische 
parabool «=/^ *= t\ z = i. (Dr. P. Zeebian Gz.) 

Opgelost door Dr. J. de Vries en Dr. P. Zeeman Gz. 

Oplossing van Dr. P. Zeeman Gz. 

De bol (a?-.a)«+(y — /3)»4-(«-7)* = R* anijdt de gege- 
ven kubische parabool in zes punten ; de bg die punten behoo- 
rende parameterwaarden zijn de wortels der vergelijking 

of 

<« + <4_2a<3 + (l— 2^)f» — 2y^ + a» + P^ + 7^— R" = 0. 

Zal deze bol eene dubbele aanraking hebben met de kromme 
in de punten ^ en ^ en haar bovendien snijden in de punten 
f, en ^4» dan moet deze vergelijking identiek zgn met 

of, alsmen ^ + ^ = «^> ^^2»= f'» ^3 + ^4 = t'i9 hU^^v^ stelt, met 

+ (r» + 2ttt?M, + (w» + 2v) !?,) t^ - (tJ^i/, + 2uvvx) t + v\ = 0. 

Daartoe is noodig en voldoende, dat men heeft 

2ii + «, = O, ii» + 2» + 2tt«, + t?i = 1 , \ 

2Mp+(ii»+2t?)w,+2ur,=2a? , t?^+2ue?M,+(tt»-|-2t?)f?,=l -.2y, Li) 

v^Uy+2uw^ = 22, tr^r, =ar^ + y^ + «*-"R*, ) 

waarin a, J3 en y door x^yenz zgn vervangen. 
Uit de eerste twee dezer betrekkingen volgt 

tl, = — 2!i , t?, = l+3M*-2t^ 2). 

Door substitutie in de drie betrekkingen, in welke R niet 
voorkomt y verkrijgt men 

x = n{2u^ — 9v+ 1), 



y = i (1 — 3«* — «^ + 3»* — 2«?) , 
Wmk. Opo., dl VIII. 21 



3). 
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Qeeft men in deze formules aan de parameten u en v alle 
mogelijke waarden, dan bepalen zij een oppervlak, de meet- 
kundige plaats der middelpunten van alle bollen, die eene 
dubbele aanraking met de gegeven kubische parabool hebben. 

Ten einde den graad van het oppervlak te bepalen, zoeken 
wg het aantal der sngpunten met de reohte 

Are + By + Ca? + D = O , A,ic + Biy + C,0 + D, = 0. 

Daartoe moet worden gezocht, hoeveel stelsels van waarden 
voor u en V aan de vergelijkingen 

A w (2m2-3!7+ 1)+ ? (l-3k*-wa+3ty»-2i;)+Ciit<3M»-8i?-f l)+D= O , 

A,«(2m«-3»+1) + 5? (l-3tt*-«*+3»»-2»)+C,tti<3tt»-3p+l)+D,=0 

voldoen. 

Elimineert men hieruit Pj dan zal bij eiken wortel u van de 
komende vergelijking, ééne waarde Tan vbehooren; samen be- 
paalt zulk eén stelsel waarden voor u en v één punt van het 
oppervlak; de graad van het oppervlak is dus gelijk aan den 
graad der resultante in u. Men vindt nu, dat deze resultante 
schijnbaar van den IV" graad is, doch dat de termen in u^ 
en u^ verdwijnen. Het oppervlak is dus van den negenden graad^ 

Dit blijkt ook , als wij de doorsnede van 't oppervlak met een 
ylak bepalen. Kiezen wij daarvoor x=z2z^ dan is volgens 3) 

w (2m2 - 3r + 1) = 2uv (3tt^ — 3t? + 1) , 
of 

u (l — 3tO (2tt2 — 2t? -f- 1) = 0. 

Hieraan wordt voldaan ten eerste door 11 = 0, 

dus rr = 0. , y = i(l -|-3f^~2i?) , « = 0, 

d.i. de as OY. Daar in de uitdrukking voor y de parameter 
17 tot de tweede maoht voorkomt, is deze rechte eene dubbelUfn 
van het oppervlak. 
Verder vinden wij 

1 — 3t? = of t? = i, 
dus 

a;=2u' , y = i(2 — 8u^— 9«*) , e^u^, 

d.i. eene kromme van den vierden graad. 
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Ten slotte 2u^ — 2t7 + 1 = O of t; = m^ + i , 
dus 

d.i. de rechte x=^2zj y = i, die eene drievoudige lijn op het 
oppervlak is. 

De doorsnede yan het vlak a? = 2^ met het oppervlak bestaat 
dus uit eene kromme van den vierden graad , een tweevoudige 
en eene drievoudige rechte ; zg is dus van den negenden graad. 

Zoekt men, op analoge wgze als boven, het aantal der raak- 
vlakken van het oppervlak, die door eeue willekeurige rechte 
gaan, dan blijkt dit vgf te zijn. Het oppervlak is derhalve 
van de vijfde klasse. 

Op het oppervlak liggen o.a. 

Ie. Oneindig veel kegelsneden^ met de vergelijkingen u:= con- 
stante. Elimineert men uit de vergelgkingen 3) den parameter 
9, dan blijkt dat die kegelsneden ook bepaald worden door de 
vergelgkingen 

(3m* — 1) X + 6wY + 3Z + (3t** -h 2w' — 2m) = 0, 

X2-(ti^+l)uX + 3wZ = u*(2M"+l), 

van welke de eerste , als men daarin aan u achtereenvolgens 
alle waarden geeft, oo' platte vlakken, de tweede oo^ parabo- 
lische cylinders voorstelt. Elk der platte vlakken snijdt den 
daarbij behoorenden parabolischen cylinder volgens eene para- 
bool, die op het oppervlak ligt. Daar in de vergelijking van 
't platte vlak u tot de vgfde macht voorkomt, gaan door elk 
punt der ruimte vijf vlakken , die het oppervlak o.a. volgens 
eene parabool snijden. Deze vlakken zijn de osculatievlakken 
eener rationale ruimtekromme van den vgfden graad. 

2e. Oneindig veel biquadratische ruimtekrommen; men ver- 
krijgt deze door in 1) v = au + b te stellen , waarin a en 6 
constanten zgn. 

3e. De meetkundige plaats der middelpunten van alle kromte- 
bollen. Een bol, die de kubische parabool in ti en f, aanraakt, 
gaat over in een kromtebol , d.i. een bol , die vier samenvallende 
punten met de kromme gemeen heeft als ^, — ^2 = ^ ^^ 
u^ — 4v = is. Door substitutie in 3) vindt men voor de meet- 
kundige plaats der middelpunten van die kromtebollen 

21* 
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dus eene rationale ruimtekromme van den vijfden graad. Op 
deze kromme ligt het middelpunt van één kromtebol , die boven- 
dien de kubische parabool nog in een tweede punt t^ = U 
aanraakt. Voor dien bol moet niet alleen u^ = 4v doch ook 
iija = 4r, zijn. 

4e. De meetkundige plaats van de centra der bollen , die eene 
drievoudige aanraking met de kromme hebben» Yoor deze bollen 
moet ^3 = ^4 zijn. Daartoe is noodig en voldoende , dat men heeft 

14-2t|2 
u^^ -. 4t?, =0, dus f«a = (1 4- 3ua - 2t?), of v= — - — . 

té 

Substitueert men dit in 3) , dan verkrijgt men voor de gezochte 
meetkundige plaats 

^=-Y(2ti»+l) , y = l . 2r = --|-(2i«»+l), 

of 

x = 2z , y = |, 

d. i. de reeds boven gevonden drievoudige rechte. 

Zij is de as van de eenige omwentelingshyperboloïde , die 
door de kubische parabool gaat. Deze hyperboloïde heeft tot 
vergelijking 4T2 + SZ^ - 4XZ - 3Y = 0. 

5e. T)e meetkundige plaats der middelpunten van alle dubbel- 
rakende bollen y die een gegeven straal K hebben. Deze wordt 
bepaald, door in de laatste der betrekkingen 1)» nl. 

voor v^y X, y en z hunne uitdrukkingen in u en t? uit 2) en 
3) in de plaats te stellen. Dit geeft 

ff'(l+ 3ti^- 2v) = tt«(2tt2— 3t?+l)2 + { (1— 3m*— u«+3t;>— 2t?)« + 
+ fi«i;« (3tt« — Sv + ly — E*. 

Deze betrekking tusschen u en v kan als de vergelijking der 
meetkundige plaats worden beschouwd. Ten einde den graad 
dezer ruimtekromme te bepalen , zoeken wij het aantal sngpunten 
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met het vlak x = 2z. Zooals boven geyonden werd , heeft 
men voor dit vlak 

u(l— 3v) (2m« - 2t? + 1) = 0. 

Nu leveren « = O, 3v=l en 2v = 2tt* + 1 achtereenvolgens 
4, 8 en 6 punten der ruimtekromme; deze is dus van den 
18« graad. 

Voor R = O vindt men hieruit , dat de focaalkromme der ge- 
geven kubische parabool een ruimtekromme van den achttienden 
graad is. 



Vraagstuk CLX. 

R 8 a a. In een punt P van een lichaam van onveranderlijke 
gedaante dat in rust verkeert en waarvan één punt vast is, grijpt 
een impulsie van gegeven grootte aan. In welke richting moet deze 
werken, opdat de door haar gegeven hoeksnelheid maximum zij? 

(Dr. P. Zeeman Gz.) 

Oplossing van Dr. P. Zeeman Gz. 

Tot coördinaatassen nemen wij de , bij het vaste punt O van 
het lichaam behoorende, hoofdtraagheidsassen. Zijn A, B, C 
de hoofdtraagheidsmomenten van 't lichaam voor de assen OX, 
OY, OZ; re, y en ^ de coördinaten van 't aangrijpingspunt P 
der impulsie I; a, /3 en 7 de cosinussen der hoeken, welke 
de richting der impulsie met de coördinaatassen maakt; w de 
hoeksnelheid, waarmede het lichaam begint te wentelen; p^ q 
en r de projecties van cü op de assen, dan heeft men, door op 
te merken, dat ten opzichte van elk dier assen de som der 
momenten van de hoeveelheden van beweging van alle punten 
van het lichaam gelijk is aan het moment der impulsie, de 
volgende vergelgkingen 

Ai? = (yy — 2f/3)I, 

Bq = {za — xy) I , 

Cr = (a;^ — ya)I. 

Hieruit volgt 
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of 



Nu kan men dadelijk afleiden, in welke richting I moet 
werken, opdat de door haar aan 't lichaam meegedeelde hoek- 
snelheid maximum zij. Zet men toch op elke lyn door P, naar 

weerskanten, een stuk p uit, gelijk aan y—^—, dus omgekeerd 

evenredig met de hoeksnelheid , die het lichaam yerkrggt, 
wanneer de impulsie langs die lijn werkt, dan zgn, ten opzichte 
yan coördinaatasBen door P, die evenwijdig zijn met de hoofd- 
traagheidsassen van O , de coördinaten van 't uiteinde van dit stuk 

De vergelijking der meetkundige plaats van de uiteinden dier 
stukken wordt verkregen, door uit deze drie betrekkingen en 
1) or, /3 en y te elimineeren. Dit geeft 

B»C^(yZ — zY)* + C«A«(^X - a?Z)« + A^B«(a;Y-yX)» = 1 . . 2). 

Die meetkundige plaats is derhalve een elliptische cylinder, 
waarvan de beschrijvende lijnen evenwijdig zijn met de Ign OP. 
Van dien cylinder zijn de assen V de lijn OP, 2* de beide assen 
van de ellips, volgens welke het vlak door P, loodrecht op OP, 
dien cylinder snijdt. De richting, volgens welke de impulsie 
I in P moet werken om de grootste hoeksnelheid te geven, is 
nu die van de kleinste as dier ellips. In een punt P van het 
lichaam is dus in 't algemeen slechts ééne dergelijke richting 
aan te geven. 

Ten einde de grootte der maximum hoeksnelheid te berekenen, 
stelt men 

of 

B*C2 (yr - z(i) (ydy - zd(i) + C«A« {za - xj) {zda - xdy) f 

+ A»B* (x/3 — ya) {xdfi - yda) ^ O, 

voor alle waarden da^ dfi, dy die gebonden zgn aan de voor- 
waarde 

ada + /3rf/3 + ydy=^0. 
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. Als X een nog onbepaalden üshotor voorstelt , heeft men dus 

A«a(AV+BV»+C«^»)-A»a:(A»a-a+BV0+C?^7) = Aa J 
B»0(AV+BV+CV) — BV(A*:ra+BV3+(?^7) = Ai3 .. 3). 
(?7(AV+By+CV) - C««(AVa+ B^yji+C'zy) = \y ) 

De &ctor X heeft eene eenvoudige beteekenis. Vermenig- 
vuldigt men toch deze vergelijkingen achtereenvolgens met a, 
^y 7 en telt se daarna samen , dan heeft men 

X = (A»aHB»/3H(?7^){AV-|-B2y«+(?a^) - {kxa^Byfi+Czyy 
^ B»(?(y7 — z^y + (?A» (za - xyf + A»B^ (a?j3 — yaY , 

A*B*C? 
d. i. met het oog op de vergelijking 1), X = — — — cn^, waarin 

nu fü de hoeksnelheid voorstelt, die het lichaam verkrijgt, 
wanneer de impulsie I in P werkt langs een der assen van 
den bovengevonden cylinder ; X is blgkbaar het omgekeerde van 
een der assen van dien cylinder. Door eliminatie van a, j3, 
7 uit de vergelijkingen 8) verkrggt men ter bepaling van X 

A*(By+(?3«)-X —k^B^xy —kHJ^zx 

— A^B^rcy B\(?2^+A.^x')^X — B^(?yz 

— AH^zx - B^CV CXAV+By)~X 
of 
X [X» - {B«(?y+2»)-l C»A»(^+a:») + A»B«(a;«-f-y«)}X+ 



=0, 



-h A«B»C« (x^-^y^W) (A«a?«+B»y*+C»2»)] =0 i " ' *)• 

Is X| de grootste wortel dezer vergelijking, dan wordt de 
maximumhoeksnelheid , die het lichaam , onder de werking van 
de in P aangrijpende impulsie I kan verkrijgen , bepaald door 

I« 

De beteekenis der beide andere wortels dier vergelijking is 
onmiddellijk in te zien. 

Yan de vele gevolgtrekkingen , die men uit het voorgaande 
kan maken, noemen wij alleen de volgende: 

De meetkundige plaats der punten P van het lichaam, 
waarvoor de maximumhooksnelheid een bepaalde waarde cü^ 
heeft, is een oppervlak, waarvan men de vergelijking verkrijgt 
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door uit te drukken, dat een der wortele der Tergelgking 4) 
gelgk 18 aan — jï — <^o*- 
Meo yindt 

— j^ 0,0* - lB«C«(yH««) + C«A«(««+«^ + A»BV+y*^l -J-+ 
+ (x^ + y^ + z^) ( A»a;« + By + (?2«) = O, 

Dit is bigkbaar een golfopperylak , dat op de bekende wgse 
uit de ellipsoïde 

kan worden afgeleid. 

Vraagstuk CLXI. 
B 1 a. Men vraagt de vergelijking 

«21 «22 f «25 

«31 «32 «33 — P 

te herleiden tot de gedaante 



Pi- P A — P /3 — P 

(C. VAN Aller.) 

Opgelost iioor C. van Aller, J. A. Barrau, Dr. W. 
Bouwman, E. D. J. de Jongh Jr., Dr. A. J. A. Prange, F. Schuh 
en Dr. C. Stolp. 

Oplossing. 

Blijkbaar kunnen van de zes grootheden P^ en pk er drie 
willekeurig worden aangenomen. 

Wy nemen nu voor pi , p^ en p^ willekeurige , onderling 
verschillende waarden, en moeten dan P|, P2, P3 zoo bepalen, 
dat de vormen 

iPi — p)(P2 — p){pz — p) — ^i(P2 - p){Pi - p) — 

- ^2{Pz — p)(Pi—p) - PjCPi — p)(ft — P) 
en 
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«21 



''ai 



a,2 

«22 — P 
«32 



«13 
«23 
«33 —P 



identiek worden. 

Door te stellen p =^Pi vindt men terstond 



'{P\—P2){pz-Piy 



^\t—Pl «12 «13 

P, = cij, aaa — p, «23 

«31 «32 «33— J>1 

Gyclische yerwisseling levert hieruit de waarden van P, en P3. 

(P, S. en C. S.) 

Kiest men in het bijzonder p, = a„ , P2 = <h2i 1^3 = «33 9 
dan wordt 



1^1 = 



tfl3«3l («22 — «n) + «I2«2I («33 — «11) — («I2«33«3f + «2l«32«13) 



(«22 — «11) («33 —.«11) 



(de J. en P.) 



Vraagstuk CLXII. 

F 1 b. Men beschouwt twee coltineaire vlakke stelsels , waarin 
de lijn in het oneindige dubbelrechte is. Als men weet dat een 
gegeven driehoek wordt omgezet in den driehoek, die tot hoek- 
punten heeft de spiegelbeelden van de hoekpunten van den eersten 
driehoek ten opzichte van de overstaande zijden, vraagt men het 
dubbelpunt der beide stelsels te bepalen. (C. van Aller.) 

Opgelost door C. van Aller, Dr. W. Bouwman, F, Schuh 
én Dr. J. DK Vries. 

Oplossing van F. Schüh. 

We nemen een rechthoekig assenstelsel aan. Zij P{Xj y) 
een punt van het eene stelsel , en P' (o/» y') het overeenkomstige 
punt in het andere stelsel, dan heeft men, als de lijn in het 
oneindige dubbelrechte is, 

x' -s^ax + by + «, 

y' = cx + dy + f. 
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Het dubbelpuot der beide atelsele Tindt men door af^zen 
y' s y te Btellen. Nemen we dit dubbelpunt als oorsprong aan , 
dan is « = /=0. We weten nn verder, dat een gegeven drie- 
hoek, met hoekpunten A, (ar, , y,), Aa(a:at y2) «» A,(a:,, y,), 
wordt omgezet in den driehoek A'iA'^A',, zoodat A'^ het 
spiegelbeeld van A« ten opzichte van A{ A» ie. Men heeft na 

x\ = aar, + 6y, , 
x\ = ax^ + by^, 
ir'3 = ajr3 + fty3, 

Koodat a en i alleen gevonden kunnen worden als voldaan is aan 



x\ X, 
X2 ^2 

X\ J?3 

Evenzoo moet men hebben 



y'a 
y'» 



«I 



*3 



yi 
ya 

ya 
ya 



0. 



0. 



Wij hebben bijgevolg de Toorwaarden 



of 



^1 
*'a 



y'a 
y'a 



«a 

«3 



yi 
ya 
ya 



sO 



«1 


yi 


^ 


ya 


Xi 


ya 



=rO. 



^i — a?i y'i-yi 

a?'a— a?a y'2 - ^2 

^'3 -«^3 y'3— y» 

Onderstellen we, dat het omloopen van den driehoek in de 
richting AiAaA, in denzelfden zin plaats vindt als de draaiing 
van de positieve X-as naar de positieve Y-as, welke draaiing 
we positief noemen. Zgn A, , Aai ^3 ^^ hoogten van driehoek 
AfAaAj, en /, » /a» ^3 ^^ lengten der zyden, dan heeft men 
de betrekkingen 



x\ 



2A, (y3 - ya) 



en y i - yi 



2A,(a:a-«3) 



benevens de hieruit door kringverwieseling te vinden vei^e- 
lijkingen. 



OPGAVEN. NO. 162. 323 

Zijn nu Hj , H^ en H3 de lengten der loodlijnen uit O op de 
zgden yan driehoek AjA^A, neergelaten, en wordt H] positief 
gerekend als de draaiing OAjA, een positieven zin heeft (de 
hk en de h nemen we steeds positief), dan is^rjya— a-3y2=2/iH,. 

De beide voorwaarden worden nu 



AiH, (ys - y,) + A,F,(y, - y3) + A3H3 (y^ - yO = O 



en 



*iH, (x^ - ar,) + *,H,(a?3 - x,) + AjH, (x, - t,) = O , 
of, daar de ht omgekeerd evenredig zijn met dé h 

*i «a ^ 

en 

^1 h '3 

We beschouwen nu drie vectoren Vj , V^ en V3 , waarvan 
y, ontstaat door Hj langs de zjjde A^A, van den driehoek in 
de richting van A^ naar A3 uit te zetten enz. 

X — "*F 

De X- en Y-componenten V,, en V,y van V, zjjn H, -^ — - 

en H, • ^ y zoodat de beide voorwaarden ook te schrijven 

zgn in den vorm 

Vu + Va. + V3, = 0, 

v„ + V^ + V3, = 0. 
Deze kunnen vervangen worden door de vectorvergelijking 

V,+Va + V3«0. 

Beschouwt men de zijden van driehoek A1A2A3 als vectoren 
l^y I2 en /s (/, in de richting van A^ naar A3 enz.) dan is 

i, + ^2 + ?3 = 0. 

Uit de beide laatste vergelykingen volgt dan 

V, : /j = Va : ij = V3 : ^3 = scalaire constante. 
Derhalve is 

H, : Hj : H3 = ?, : /a : l^. 

Hieruit ziet men, dat O zoodanig binnen driehoek A1A2A3 
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gelegen is, dat de verhoudingen der loodltjnen H, , H2, H3 uit 
O op de zijden neergelaten, gelijk zijn aan de yerhoudingen der 
zijden van den driehoek. 

Het dubbelpunt valt dus samen met het punt van Lbmoinü 
(snijpunt der antiparallele medianen) van driehoek AiAsA,. 

Oplossing van C. van Aller en Dr. J. de Vries. 

Uit de gegevens blijkt gemakkelijk, dat men bij een wille- 
keurig punt P van het , stelsel , waartoe de hoekpunten van 
driehoek ABC behooren» het overeenkomstige punt van het 
tweede stelsel vindt door, uitgaande van P, drie vectoren op 
te tellen, die in grootte en richting worden voorgesteld door 
de loodlgnen uit P neergelaten op de zijden van den driehoek. 

De vector PP' is dus het dubbel van de resultante der drie 
door de bedoelde loodlijnen aangewezen vectoren. Hieruit volgt 
terstond, dat P' met P moet samenvallen; wanneer deze resul- 
tante verdwijnt, d. w. z. als de loodlijnen o;, y, e, uit P op 
BC, CA, AB neergelaten, voldoen aan de betrekkingen 

o; : sin A = y : sin B s= : sin C. 

Het gevraagde dubbelpunt is dus het punt van Lemoins van 
driehoek ABC. 

Voor de normale coördinaten van P' vindt men gemakkelijk 

a*' = — a: + 2y cos C + 2« cos B, 
y' = 2a? cos C — y + 2z cos A , 
2?' =i 2a? cos B + 2y cos A — «. 

Het dubbelpunt wordt derhalve bepaald door twee van de 
volgende onderling afhankelgke vergelijkingen 

a? = y cos C + 9 cos B , 

y = 2^ cos A + ^ oos C , 

^ = a? cos B + y eos A. 

Hieruit vindt men weer 

a? : sin A = y : sin B = 2; : sin C. 

Opmerking van Dr. W. Bouwman. Is de collineatie van 
twee complanaire stelsels bepaald door de puntenparen A, A'; 
By B'; C, C, terwgl men weet dat de rechte l dubbellgn ifl. 
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dan kon men het dubbelpunt der stelsels aldus bepalen. Wg 
zoeken de dubbelpunten M en N der collocale projectieye 
puntenreeksen , welke op l aangewezen zijn door de snijpunten 
dezer rechte met de lijneoparen BC, B'C'; CA, CA'; AB, A'B'. 
Het punt M is de top van twee collocale projectieve stralen* 
bundels , waarvan l een der dubbelstralen is ; de tweede dubbel- 
straal m kan door een lineaire constructie gevonden worden. 
Construeert men nog den tweeden dubbelstraal n der collocale 
stralenbundels, waarvan N de top is, dan is (m, n) het gevraagde 
dubbelpunt. 



Vraagstuk CLXIII. 

B 1 a. Een stoffelijk punt rust op een horizontaal vlak. Dit vlak 
wordt in eenparige benedenwaartsche beweging gebracht. Men vraagt 
de beweging van het punt te onderzoeken voor de gevallen van 
onvolkomen en volkomen veerkracht bij de botsing. 

(J. A. Barrau.) 

Opgelost daar J. A. BARitAU en F. Schuh. 

Oplossing van F. Schuh. 

We kunnen aan het stelsel, gevormd door horizontaal vlak 

en stoffelijk punt, een eenparige bovenwaartsche beweging 

geven, die de benedenwaartsche van het vlak opheft; immers 

bij de botsing komt het slechts op de relatieve snelheid aan. 

Daardoor is nu het vlak in rust gekomen, maar het stoffeljjk 

punt krggt een vertikaal naar boven gerichte snelheid r. Dit 

V* 2v 

punt zal nu tot een hoogte A, = — opstijgen en na een tijd — 

met een snelheid — v (we noemen de snelheid positief als ze 
naar boven gericht is) weer pp het vlak terecht komen. Bij 
onvolkomen veerkrachtige botsing wordt de snelheid na de 
botsing Xf (O < X < 1) ; het punt stijgt nu op tot een hoogte 

h^ = -— — =s X*A, en komt na een tüd L = — = X^, met een 
^ 2g ^ ^ g 

snelheid — \v weer op het vlak terecht. Na de tweede botsing 

wordt de snelheid X'r, het punt stijgt nu op tot een hoogte \\ 

en komt na een tijd X'^i weer op het vlak enz. 
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Om de ia het vraagstuk gevraagde beweging te krijgen 
hebben we bij dese beweging slechts een eenparige beweging 
met een snelheid — r op te tellen. Onmiddelhjk voor de eerste 
botsing is dus de snelheid Tan het punt — 2üj na de eerste 
botsing — V {l — A); voor de tweede botsing is de snelheid 

— t>(l+X), na de tweede botsing — v(l — X'); voor de 
derde botsing is de snelheid — v(l + X'), na de derde botsing 

— V {l — X') enz. De snelheid is dus steeds beneden waartsch 
en gaat steeds minder van v yerschillen; de botsingen volgen 
elkaar steeds sneller op. 

Is de botsing yolkomen veerkrachtig , dan is X =- 1 . De 

snelheid onmiddellgk voor iedere botsing is nu — 2p en na 

iedere botsing 0. De tijd, die tusschen 2 botsingen verloopt, 

2v 
is steeds — en de grootste afstand yan het punt tot het vlak 

steeds - -• 

Vraagstuk CLXIV. 

Q 2. In de ruimte met n afmetingen komen drie regelmatige 
cellen voor, namelijk de («4-i)-cel, de 2ff-cel en de 2«»-ccl. 
Gevraagd de verhouding der inhouden van deze drie figuren bij 
gelijkheid van ribben. (J. A. Barrau.) 

Oplossing van J. A. Barrau. 

Is a de ribbe van de regelmatige 2fi-cel, dan wordt haar 
inhoud voorgesteld door a\ 

Zij A een hoekpunt van de (n + l)-oel 8., M haar middel- 
punt en M, het middelpunt van een der door A gaande be- 
grenzende cellen S».!, dan is driehoek AMM, rechthoekig 
in Mc Uitgedrukt in de hoogten van 8» en 8.^i, worden de 
zijden yan dien driehoek voorgesteld door 

Men heeft dus 

of 

( n4-l)(n-l) „ 
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Uit deze terugloopende betrekking vindt men , wegens A| = a , 

/n + 1 



= af 



2n 
Dus wordt de inhoud Tan S. voorgesteld door 

a" l/n + 1 



1 , o" i/»J 
a X 4*, X 1*3 X • . . X — *» = — y- 



2» 



De regelmatige 2*-ceI heeft tot hoekpunten de uiteinden der 
stukken y groot {aV2y ter weerszijde van den oorsprong uit- 
gezet op de assen van een rechthoekig stelsel. 

Yoor den inhoud vindt men dus de betrekking 



Hieruit volgt 



If. = l» — 1. 



V^2- 
I» = — r a\ 



De inhouden van de (n+l)-cel, de 2fi-cel en de 2"-oel 
verhouden zich dus als 



n\y 2» * 



of als 



1 en — p, 
Kim, n\V^ en 2«. 



Vraagstuk CLXV. 
M^ 1 b. De kromme 

heeft in den oorsprong een viervoudig punt Welke bijzonderheid 
vertoont dit punt als men heeft ^/=a' en ^« = 0» — ^? 

(J. CAIU>mAAL.) 

Opgelost door C. van Aller, Dr. W. Bouwmam, J. Car- 
DiNAAL, Mevr. A. G. Kerkhoven — Wtthoff en F. Schüh. 
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Oplossing van F. Schuh. 

Om de kromme 

{b^x^ + ay - 2a%)a {x^ + y») = P (6«a? + aV)» 

in de buurt van den oorsprong te onderzoeken , subsiitueeren we 

X = my. 

Na deeling door y^ (de oorsprong is een Tiervoudig pnnt) 
wordt de vergelijking 

|(a» + 6W)y — 2a»6P (1 + m«) = Z»(a» + ft»m")». 

De raaklijnen in O vindt men door y = te stellen, dos uit 

4a*6"(l + m») = P(a^ + b^^. 

Nu is echter cZ = a* en c* = a* — 6*, dus worden de raak- 
lijnen in O voorgesteld door 

Zg vallen dus 2 aan 2 samen. 

Beschouwen we de takken waarvoor m =« H r =m, 

is, die dus raken aan de Ign x = fffiy. 
De vergelijking tusschen y en m is 

a*{6»m»-(a»-2t»)JHHm»)(a»-6»)(aHi^m»)y|(aH»*tn*)y-4a»6M- 

Substitueeren we hierin m = iftt + c en verwaarloozen we 
steeds termen die klein zijn ten opzichte van andere termen 
als y en c klein zgn, dan vinden we 

a* (2b^m,éf + 4a»6 (a» — h^){l + m,») (cfl + b^tn,^) y = O , 
of daar 6»m,* = «* - 26» is, 

Q%\a^ - 26»)t»+ ^ia^-^Vfy = 0. 
Hieruit vinden we 

V2 



aVa*—2b* 



l^jV- 



De tak die de lijn y = iM|ar aanraakt, heeft derhalve de 
volgende reeksontwikkeling 

b ^ aVd'-2b* \ b ) "" '' ^ 
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We hebben dus met een combinatie Tan twee keerpunten 
te doen. De takken zijn bestaanbaar als men heeft a^ > 26'. 
Onderstellen we b positief, dan liggen de beide keertakken aan 
éen kant van de negatieve Tas; zg zgn eikaars spiegelbeelden 
ten opzichte van de Y-as; trouwens de geheele kromme is sym- 
metrisch ten opzichte van de Y-as. 

Wordt a^ = 2V^ en dus l = 26, dan vallen de raaklgnen van 
beide keerpunten in de Y-as samen. Beide keei'punten vereenigeü 
zich dan tot een singulariteit van hoogere orde. 

De ontwikkeling voor dien tak is 



Vraagstuk CLXVI. 

Bib. Een driehoek ABC beweegt zich zoodanig dat het hoek- 
punt A een rechte a^ het hoekpunt B een rechte b doorloopt, 
terwijl het hoekpunt C op een vlak 7 blijft. Men verlangt de hoofdas 
der beweging te construeeren voor een gegeven stand van den 
driehoek. (J. Cardinaal.) 

Opgelost dopr Dr, W. Bouwman, J, Cardinaal, Mevr. A. 
G. Kerkhoven — Wythoff , F. Schuh , Dr. C. Stolp en B. J. van 



Trotsenburg. 



Oplossing van Mevr. A. G. Kerkhoven— Wythoff. 

Wij kunnen dit vraagstuk oplossen door middel van de 
theorie der schroeven van Ball. 

Als wij de voorwaarde weglaten , dat C in het vlak y blijft , 
heeft de driehoek 2 graden van vrijheid , en is de meetkundige 
plaats van de schroefassen derhalve een cylindroïde. De lijn 
AB is een van de assen met parameter 0; de andere is de 
snijlijn ^j. van de vlakken door A en door B achtereenvolgens 
loodrecht op a en* 6 geplaatst. De cylindroïde is nu volkomen 
bekend; haar dubbellijn is de gemeenschappelijke loodlijn U 
van AB on Sc. 

Als de driehoek zich beweegt volgens een van de schroeven 
van deze cylindroïde , blijft C altgd in het vlak 7', dat loodrecht 
18 op de doorsnede van het vlak door C en AB en het vlak 

W18K. Opa., Dl. VIII. 22 
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door O ea «<.. Daar nu C ook in het vlak 7 moet blgyen, 
geschiedt de beweging yan C yolgens de dooranede c yan 7 
en 7'. 

AU wij nu de yoorwaarde weglaten , dat B de Ign b beBchrgft, 
hebben wg weer een beweging met 2 graden yan yrgheid en 
de cylindroïde , die deze beweging bepaalt , heeft tot schroeyen 
met parameter O de lijn AC en de snglijn st der ylakken door 
A en C loodrecht op a en c. De gemeenschappelijke ioodlgn 
h yan AC en st is de dubbellijn yan deze cylindroïde. 

De hoofdas , die wij zoeken , is de gemeenschappelijke Ioodlgn 
yan h en {<.. 

Daar de beweging yolkomen bepaald is, wordt deze Ioodlgn 
ook rechthoekig gesneden door de dubbellijn /« van de cylin- 
droïde, welke de beweging bepaalt, als wg de yoorwaarde 
weglaten, dat A de lijn a beschrgft. 

Oplossing van F. ScHUU. . 

Om de snelheden yan A, B en C te yinden, maken we ge- 
bruik yan de stelling dat de componenten yan de snelheden 
yan twee punten A en B in de richting AB yoor beide punten 
eyen groot zijn. 

We nemen nu de component langs AB der snelheden in A 
en B willekeurig aan en construeeren daaruit de snelheden yan 
A en B Uit de snelheid in A leidt men de component langs 
AC der snelheden in A en C af en uit de snelheid in B de 
component langs BC yan de snelheden in B en C. Van de 
snelheid in C kent men dus de componenten in de richtingen 
AC en BC, en daar we weten dat de snelheid yan C in een 
ylak 7 ligt, kan deze snelheid bepaald worden. 

Nu de snelheden in A , B en C bekend zijn , brengen we hun 
yeetoren over naar een zelfde punt, waarvoor we G kunnen 
kiezen. Door de uiteinden yan die yeetoren brengen we een 
ylak; dan geeft de loodlijn uit C op dat ylak neei^elaten in 
grootte en richting de translatie der schroef beweging aan. Deze 
translatie trekken we af van de snelheidscomponenten in A, 
B en C, dan blijven de rotatiecomponenten dier snelheden over. 
Om de schroefas te yinden hebben we dan nog slechts door 
Ay B en C ylakken aan te brengen loodrecht op die rotatie- 
componenten; hun snijlgn is de hoofdas der beweging. De 
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grootte der rotatiesnelheid vindt men b.y. uit de snelheid in A 
en den afstand van A tot de schroefas. 

Men kan de constructie vereenvoudigen door bg het begin 
de snelheidsvectoren van A en B naar O over te brengen. We 
trekken door O een lijn evenwijdig aan AB, waarop we, met 
C als oorsprong, een willekeurigen vector uitzetten. Door het 
uiteinde van dien vector brengen we een vlak loodrecht op AB , 
dat de Ignen door C evenwijdig aan a en b in D en E sngdt; 
dan geven CD en CE de snelheden in A en B aan. Door D 
brengen we nu een vlak loodrecht op AC en door E een vlak 
loodrecht op BC; deze beide vlakken snijden y in een punt F; 
CF is dan de snelheid van C. Brengen we nu een vlak door 
D, E en F, dan geeft de loodlijn CG uit C op dat vlak in 
grootte en richting de translatie der schroef beweging aan. (G 
is het snijpunt van die loodlgn met het vlak DEF). De rotatie- 
componenten der snelheden in A , B en C worden dus door de 
vectoren GD, GE en GF voorgesteld. We brengen nu door 
A , B en C vlakken loodrecht op GD , GE en GF ; deze vlakken 
sngden elkaar volgens de hoofdas der beweging. 

Oplossing van J. Cabdinaal. 

Houdt men in het oog dat de punten van het bewegende 
stelsel met de normaalvlakken hunner banen een nulstelsel 
vormen, dan komt men tot de volgende constructie. 

Breng door A een vlak a loodrecht op a, door B een vlak 
/3 loodrecht op h en trek door C de loodlijn c op 7. Bepaal 
de snijpunten A' en B' van c met a en j3. Construeer de 
snglgn 8 der vlakken /3 en (cA). Verbind A' met B. Con- 
strueer de lijn 2, die AB en a/3 loodrecht snijdt en de lijn T, 
die A^B en s loodrecht snijdt. De lijn, die l en ï loodrecht 
sngdty is de gevraagde hoofdas. 



Vraagstuk CLXVII. 

L* 17 h. Een bundel quadratische oppervlakken is bepaald door 
twee concentrische oppervlakken, waarvan het eene een omwente- 
lingsoppervlak is. Bepaal de meetkundige plaats der hoofdassen 
van de oppervlakken in dien bundel. (J. Cardinaal.) 

22* 
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Opgelost door T. J. Allersma , Dr. W. Bouwman , 
J. Cardinaal, f. Schuh en Dr. C. Stolp. 

OploBsing foan Dr. O. Stolp. 

De vergelgkingen, dienende voor de bepaling der hoofdassen 
van een quadratisch oppervlak F = 0, met het middelpunt in 
den oorsprong, zijn 

dF 

waarin X = ^ ^- , enz. 

Is F een oppervlak van een bundel F ^ Fj + XPa, dan heeft 
men dus de betrekkingen 

X,+AXa = iua:, Y,+XTa = /iy, ZV + XZa = /ii3, 

en men vindt door eliminatie van A en /u als meetkundige 
plaats van de hoofdassen den kegel van de derde orde, voor- 
gesteld door 

Z, Zjj « 

In bijzondere gevallen splitst deze kegel zich in eenvoudiger 
oppervlakken. Zijn b.v. Fi en F^ omwentelingsoppervlakken , 
dan stelt 1) drie platte vlakken voor, n.1. de twee equatoriale 
vlakken en het vlak van de twee omwentelingsassen. In ons 
vraagstuk is slechts één van beide oppervlakken , laat ons zeg- 
gen Fj, een omwentelingsoppervlak en geeft de vergelijking 1), 
behalve het eenige equatorvlak, een quadratischen gelijkzijdigen 
kegel. 

Om voor dit geval de vergelijking zoo eenvoudig mogelijk te 
maken, nemen wij het equatorvlak van F2 als XOT-vlak aan 
en draaien wij daarin het assenkruis zóó, dat de term, die x^ 
bevat uit de vergelijking Pj = O verdwijnt. Wij hebben dan 

F, = Aa:^ + By^ + Q^z" + 2Dy;? -j- 2E;?a? + G = O, 
F2 = a:2 + y» + c^»-f(7 = 0, 
Xi=Aa;+E2r, T,=By+D^, Z,=E:r-|-Dy+C«, Xj^rc, Ta=y, T^^cz 
en de vergelgking 1) gaat over in 



= 1). 
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Ax + 'Ez XX 

By + D2f y y =(1 — c)^? {(A— B)a:y— Dar^r+Ey^;} = 0. 

Ea? + Dy + C0 cz z 

üit deze TergelijkiDg blijkt, dat de kegel in twee verschil- 
lende gevallen overgaat in twee platte vlakken, nl. in het 
geval A == B en in het geval dat D of E gelijk aan nul is. In 
'teerste geval is ook Fi een orawentelingsoppervlak , in het 
tweede geval gaat één der hoofdvlakken van Fj door de om- 
wentelingsas van F2. Eindelijk wordt onze vergelijking naar 
behooren een identiteit voor 0= 1. Immers is dan elke rechte, 
die door het middelpunt gaat, een hoofdas van den tot den 
bundel behoorenden bol F2 = 0. 

Vraagstuk CLXVIII. 

L' 17 h. De basiskromme van een bundel quadratische opper- 
vlakken bestaat uit een willekeurige kegelsnede en een cirkel, die 
haar in twee punten snijdt. Men vraagt Ie bewijzen , dat de cyclische 
vlakken der oppervlakken van dien bundel, die niet met den gege- 
ven cirkel tot hetzelfde stelsel behooren , evenwijdig loopen met een 
bepaalde rechte. Hoe construeert men deze rechte? 

(J. Cardinaal.) 

Opgelost door T. J. Allersma , Dr. W. Bouwman , 
J. Cardinaal, F. SchuH en Dr. C. Stolp. 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 

De gegeven cirkel snijdt de kegelsnede in twee punten P en 
Q. Een bol, die door dien cirkel gaat, snijdt de kegelsnede 
nog in twee punten F en Q'. De doorsnede van den bol met 
een willekeurig oppervlak van den bundel bestaat uit twee 
cirkels y nJ. den gegeven cirkel en een anderen cirkel, die niet 
tot hetzelfde stelsel behoort en door de punten P' en Q' gaat. 
Het vlak van laatstgenoemden cirkel bevat de rechte P'Q', 
terwgl de overige cyclische vlakken van dit stelsel met P'Q' 
evenwgdig loopen. Daar van ieder ander oppervlak van den 
bundel hetzelfde gezegd kan worden, is het gestelde bewezen. 

YQ[ is io het vlak der kegelsnede te construeeren als een 
rechte, die met betrekking tot de assen antiparallel met PQ 
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loopt. Om dit in te zien kieze men als middelpunt van den 
bol het snijpunt van de as des gegeven cirkels met een der 
twee vlakken van symmetrie der kegelsnede. Het betrekking 
tot dit vlak worden dan P* en Q' de spiegelbeelden van P en 
Q en ligt de rechte P'Q' symmetrisch met PQ ten opadchte 
van één der assen van de kegelsnede. 

De constructie is even goed uitvoerbaar, wanneer de punten 
P en Q onbestaanbaar sijn; want de bestaanbare rechte PQ is 
de doorsnede van de vlakken der basiskromme. 



Vraagstuk CLXIX. 
E 5. Men vraagt te bewijzen, dat men heeft 

waar 

e9„ = ƒ * sin»» f^f = — ^^ • — IS. 

J 2.4... 2« a 

o 

(Dr. W. Kapteyn.) 
Opgelost door C. van Aller , Dr. W. Kaptsyn en Dr. C. Stolp. 

Oplossing van O. vak Aller. 
Stelt men 

/i^+ 1 (♦) = ƒ sinW-i ^ ig 1 + ^"* df , 
J 1 — sin f 

dan is 

^ , V 1 . o , l + sinó 1 ^ , ^ 1 r. « j 

= /8i»-i(*)- g- «tt^# cos^ Ig j3^ — 2I A+i(#)+ - j^^ 

waaruit volgt 



/*+!(♦) = 2^1 /^i(«)- 2^ "in»'* cos ^ Ig J^J + 2^ ƒ •i""*'^ 
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Als men nog stelt 

o 
dan is dus 

Hieruit yolgt 

2 2p 2 2pi(2p-.2) 2 

^''+^==^q:ï'*'+2H^'2^^^"+(^^ 

2j>(2p-2)..,2 2 
■^•'•"^(2p + l)(2p-l)..,3^ 1 *^" 

. 2 ( . 2;> 2j)(2p-2) 

= 2H^1 (^^+2^1*'^-^ + (2i,-l)(2^-3)^^* + 

2p (2jp — 2) ... 2 jr^ 
■^•••(2p-l)(2p_3)...l 2 

€8p H 1 !-••• + -; — = 



2p + l ^ ^ €j^ €8p 4€g;, 



TT» 



-r + *2' + «4' + ---*V , 



waannee het gestelde bewezen is. 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 
De functie 

1 H~ sin ^ 

ƒ (^) ^ i log :— ^ X £s» sin'* GOS ^ . . . 1) 

j — sin ^ 

wordt nul voor = 0. Schrgft men log (1 + sin 0) — log cos0 

1 -j- sin 9 

voor ilog- ; — , dan zal men, in aanmerking nemende, 

1 — sin ^ 

dat lim cos ^ log cos^ = voor ip=:—, bevinden, dat ook 
/(— J = O is* Het diflferentieeren van 1) gevolgd door een inte- 
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gratie tasschen de grenzen ^ = 0, ^ sa — geeft duB als Toor- 
loopige uitkomst 



"P 



log :— ^ d («j^sin^»^ cos #) + 

1 — sm ^ 



o 
Nu is echter 



+ ƒ * €». Bin«-^co8*d (4 ^^^ 1— X») ' 



d (€«« sin»"# cos ^) « — (2n + 1) «»sin««+i^ c^^ + 2nfg«Bin««-Vd* 



en 



\ ^ 1 - sin f) cos^ 



zoodat de eerste integraal zich laat splitsen in twee andere, 
terwijl de tweede de waarde thn verkrijgt. Men heeft dus 

(« + 1) », n 8iii-+>* log 5^*^ d# - 

j 1 — sin 9 

/• -f . o 1 1 1 + sin é , 

— m%nf 'sm«-i#log- ^ <'♦ = «•»•» 

J 1 — sin ^ 

o 

en in het bgzonder geval n = O 

i eo ƒ Bin ♦ log ; r—^ d^ = «o* ... - 2). 

j 1 — sm ^ 

o 

Is n > O, dan zal men , volgens de voor es» gegeven bepaling, 

voor den factor yics» van de tweede integraal (n — 4) <<»-> 1^^°* 

. nen schrijven. Doet men dit en geeft men vervolgens aan n 

de waarden 1, 2, 3...p, dan krijgt men p vergelijkingen, 

die bij 2) opgeteld als uitkomst geven 

(i> + i)«»P /"^8in^+^0log \±^ d* = s ,2^, 
J 1 — sm ó o 

o 

wat juist bewezen moest worden. 
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Vraagstuk CLXX. 

E 5. Aan te toonen , dat de grootheden *u (öe het vorige vraag- 
stiik) voldoen aan de betrekking 

4 

= (2/+ i)Hf (-^ •- + -^- +— '■^ + •••+•*)• 

(Dr. W. Kapteyn.) 
Opgelost door Dr. W. Kapteyn en Dr. C. Stolp. 

Oplossing van Dr. O. Stolp. 

De juistheid yaa de yergelgking yoor |) ss O blgki door sub- 
stitutie yan deze waarde. Wanneer wg dus het tweede lid 
kortheidshalye door F(j>) yoorsèellen, weten wg reeds, dat 

ir* 
P(0) = — is, en blgft oyer te bewijzen, dat men heeft 

F(i>)-F{l>- !) = €%. 

Wanneer men dft twee identieke yergelgkingen 

(ap + 1 ) €»• = (2p — 2n + 1 ) €8. 4- 2n es» , 

2p tu-% = {2p — 2n + 1) m^i + (2n - 1) iu^% 

yan elkaar aftrekt en daarbg let op de betrekking 
2n es» = (2n — 1) C9»~8, yindt men 

(2p + 1) es» — 2p es»-s = (2^ - 2n + 1) (€«- — €s»-s). 

Yermenigyuldigt men beide leden dezer yergelgkiDg met 
esp : (2p — 2n -f 1) eo yeryaugt men yeryolgens in het eerste 
lid het product 2pf9p door (2p ~ l)e%)-8, dan komt er 

(2p+l)espcs» (2p — 1) esy-s es.— s _ 
2p-2nH-l 2p-2n + l " «^*«-- '^*«-»^ 

Geeft men du aan n achtereenyolgens de waarden 1, 2, 3, . . - p, 
en telt men de daardoor yerkregen yergelijkingen bij elkaar 
op, dan krijgt men 
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Telt men hierbij nog op 



^'^ + *^'«'^W" **'"' 



dan heeft men ten slotte 

Vraagstuk CLXXI. 

H 5 J er. Aan welke voorwaarden moeten de coëfficiënten der 
lineaire differentiaalvergelijking 

voldoen, zal het mogelijk zijn haar door een substitutie x = f{f) 
te herleiden tot de differentiaalvergelijking van Bessel 

(Dr. W. Kapietn.) 

Oplossing van Dr. W. Kaptetk, Mevr. A. G. Eerkhoybh — 
Wythoff en P. Sghüh. 

In de differentiaalvergelijking 

g;+p(^)g + Q(«)y = 

Bubstitueeren we a; = ^(0 of 

Pan is 

dx dt^ 

dx" dt^ ^ di"^ 
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De differentisalTergelgking wordt door die sabstitatie: 
<Py dy f- + P(ar)^^^ Q(x) 

Dit wordt de differentiaalTergelgking van Bessel, 
als voldaan is aan 

^;^ - "^ ®° "^ ■" *• 

Hieruit vindt men aohtereenvolgene 

Q'(«) 






2KQ(a;)' 
en 



Q' + 2PQ 

De herleiding tot de di£ferentiaalvei^e]gking van Bbbbbl is 
nu mogelgk als het differentiaalquotient van de uitdrukking 
voor lp naar x de functie VQ![x) oplevert; dus als men heeft 

8 (Q^ + 2PQ) Q^ V'ïj - 2 (Q" + 2P'Q + 2PQ') V^ y^ 

(Q' + 2PQ)» 

of 

3<y + 2PQQ' — 2QQ'^ — 4FQ' 

(Q'+2PQ)« 
of 

QQ" — Q** + PQQ' + 2FQ» + 2P»Q« = 0. 
Dit is dus de gevraagde voorwaarde. 

Opmbbeino. De gevonden betrekking kan geschreven wor- 
den in den vorm 

Hieruit yiodt men de functie Q, als P een gegeven functie is. 
Voor P = wordt Q = ««»+'^, welk voorbeeld voorkomt in 
LoMMBL, Besselsche luncUonm^ bh 120 (W. E.)« 
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Vraagstuk CLXXIL 

I 9 b. Men beschouwt de v priemgetallen , die kleiner zijn dan 
de wortel uit een gegeven getal N, het product n dier priemgetallen, 
de deelers d van n , het aantal fid der priem£Bu:toren van den deeler 

rNi 

d en het aantal -— der geheelen van het quotiënt N : d. Het 
a J 

aantal priemgetallen beneden N wordt dan uitgedrukt door 



* - I + i" (— ifrf 



Men vraagt deze door Krokecker gegeven formule te bewijzen. 

(Dr. J. C. Klüyvdl) 

Oplossing van E. D. J. db Jojkgh Jr. 

Om de priemgetallen beneden N te vinden, moeten we in 
de eerste plaats van de N -- 1 getallen 

2, 3, 4, N 

afbemen de veelvouden van 2, met uitzondering^ van 2 zelf. 
Het aantal dezer getallen is 



[fl 



We schrijven hiervoor kortheidshalve a — !• 
Er blijven dan over 

If _ 1 _ (a ~ 1) 

getallen, die geen van alle door 2 deelbaar zijn, behalve 2 zélf. 

Van deze moeten afgenomen worden de getallen beneden N , 

die door 3 en niet tevens door 2 deelbaar zgn , met uitzondering 

van 3 zelf. Aan de eerste voorwaarde voldoen ^^ behalve het 

>.[! "" 



getal 8, 



L3J 



— .1 getallen ; daar zich hieronder nog 



2.3 



twee- 



Touden bevinden, is het aantal der bedoelde getallen 



N 



2.3 



— 1 of ft— 1. 



Er blijven dus over 

ir--.l-(o-l)-(*-l) 
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getallen, die nooh door 2, nog door S deelbaar sgn, behalve 
2 en 3 zelf. 

Yan deze getallen moeten we afnemen de getallen beneden 
N , die door 6 en niet tevens door 2 of 3 deelbaar zgn , behalve 
5 zelf. Aan de eerste voorwaarde voldoen, buiten het getal 5, 

NI 

— — 1 getallen. Hieronder bevinden zioh echter nog getal- 
len, die door 2 of 3 deelbaar zijn, nl. vyfvouden, die reeds 
voorkomen onder de met a aangeduide tweevouden , ten getale 

N 
van :r-^ ®Q onder de met b aangeduide drievouden teb getale 



van 



2.5 

N ' 



3.6 



N 



2.3.5 



samen 



I2.5I 



N 



3,5 



2.3.5 



getallen. 



Het aantal getallen, die van de overgeblevene afgenomen 
moeten worden, bedraagt dus 



f— 1-[— 1 

[2 .6] LS . 6 



+ 



N 



2.3.6 



1 of c — 1. 



Er blijven dan over 

N - 1 — (a - 1) - (6 



l)-(c-l) 



of 



8-1+ 



.1. 


— 


.2. 


— 


•N" 
.3. 


— 


N" 
.5. 



+1.^ 



N 



2.5 



N 



3.5 



N 



2.3.5 



getallen. 

Op volkomen dezelfde wijze kunnen we voortgaan met de 
volgende priemgetallen , tot we het laatste van de v priemge- 
tallen gebruikt hebben en hiermede is de bewerking geëindigd. 
Immers, verondersteld, dat p het (v-|-l)8l.e priemgetal ware 
en we wilden de veelvouden van p verwgderen, d«i üoddon 
we moeten beginnen met p*. Daar echter p* > N is , zijn er geen 
getallen meer te veiwgderen, zoodat, blykens bovenstaande 
haadelw^ze, het aantal priemgetallen beneden N gelgk is aan 



•r - 1 4-V (- 1)' 



"i 



N 
ld 
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Oplossing van Dr. J. O. Kluttbr. 
Men heeft 






kwmcD 



1 1 



en derhalye 



Z(z)x n (i-±] J— = yi-x Vtii)!' 

P<vA P'l „ i__L\ ó{!^''è'x * ' 

,>yvi^ p'l 

of 

Men maakt thans gebruik van onderstaande integraalformnle 
«+••« ( 1 Toor a > 1 

^-too 10 „ ö < 1 ; 

de integratieweg is een Ijjn, op kleinen afstand 8 yan de as 
der imaginairen rechts daarvan eyenwgdig aan die as getrokken. 
Men heeft 



L?Ln (i + I + i-^. ..),.= 



2ip»_ 



NV 



ö— «00 
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Rechts heeft bg gegeven d de integraal alleen dan de waarde 

N 
één , als k kleiner is dan ~j. Alzoo is 

d 




>=[f]- 



Links heeft men integralen van den vorm 
J_ [ dz l N Y 

l 100 

daar echter de tweede machten f^y p^, . . . , of ook de pro- 
dukten P\P^^ PiVz* ••• reeds grooter zjjn dan N, is de over- 
groote meerderheid der integralen in het linkerlid nuL Er 
blgft alleen over 

welke integraal blijkbaar gelijk is aan de eenheid, vermeerderd 
met het aantal priemgetallen grooter dan Vü maar kleiner 
dan N. Gelijkstelling van beide leden geeft dus voor het aantal 
priemgetallen kleiner dan n 

-.+'f(-.)"[i). 

wat te bewijzen was. Ondersteld is, dat noch N, noch KN 
priemgetallen zgn. Voorbeeld : N^20, n = 2x3, d=l, 2, 
3, 6, v = 2. 
Het aantal priemgetallen beneden 20 is 

-'+l[TVlfl-[fl + [flh-+'--»--"- 

De priemgetallen zijn 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19. 
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Vraagstuk CLXXIII. 
D 6 L Als men door C («) aanduidt de waarde der reeks 
1 -\ 1 4-— -!-....(.« >i), vtiaagt men te bewijzen 

* O ^ 

4[C(3) - i] = 4 1?(S) - i] + io[C(6) - i] + . . . 4- 

+ («- 4) («-i)[C («)-!] + .... 

(Dr. J. C. Kluyver.) 

Opgelost doof E. D. J. dé Jomgh Jr. , Dr. J. C. Kltttter 
en Dr. C. Stolp. 

Oplossing «an E. D. J. DK JoiroH Jr. 
Men beeft 
4X:(5)-1] +10 K(6)-l] + "' + (n-4) (»-l) [W-l] + . . » s 

+ („_4)(«-l)(l + 1+1 +... + !+...)+...= 

_[1 + 1? + 18. I («-4)(n-l) 1 

.fl+lÖ.18 (n-4)(n-ï) 1 

+ [35 + 3»+ 3, + .-+ 3. +...J + 

4.[1.ÏV^4- I (»-4)(n- l) 1 _ 

^ 82 H" S3 + 84 -I- . . . + Si -f- . • . . 

Hierin is 

_ 4 10 18 2(2A-1) 



ft» ' ft« ^ ft' ■ ■ (ft— O'ft» 

== ^ l(ft _ 1)» ■•" l^J ~ ^ [(k-^lf^T*\ ' 
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Derhalve wordt 

S, + 83 + S4+ . . . = 2 + 4 [^ + y, + -^ + . ..] - 

Dus is 

4[S(3)-11 = 4[?(5)^1] + 10[:(6)-1]+18K(7)-1] + .... 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 
Uit de binomiale ontwikkeÜDg 

(a - 1)-' = a-' -h "- a-'-i + \ ^ ar*-^ + enz. 

1 1 • A 

leidt men, door den eersten term Tan het tweede lid in het 
eerste over te brengen en dan aohtereenvolgens a = 2, 3, 4 , 
enz. te stellen, de volgende vergelykingen af 

J_ _ « ^^ , « (8 + 1) 1 
2' 



^ ~ 2' " 1 2'+» "^ 1.2 2' + « ■•" ®°'* 



2' 3' ~ 1 3*+!"'" 1.2 3'+»"'"®"^" 

1 1 al «(»+l) 1 . 

— = ; + -I- enz. 

3» 4' 14' + !^ 1 . 2 4' + > 

Door optelling vindt men uit deze vergelijkingen 

l = -?-[?(«+l)-l] + i^±l>K(, + 2)-l] + enz. 

Yoor 8 = 2 en « — 3 vindt men hieruit 
l=2K(3)-l]-f-8[?(4)-lJ+4K(6)-l]+ . . +(n-l)[?(ii)-l]+enz. 

1= 3[?(4)-l]+6K(5)-l]+ . . + ^^^^Y^— [««)- l]+enz. 

Trekt men de boTeuste dezer Yergelijkiogen af yan de 

WwK. Opo., Dl. VIII. 23 
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onderste, dan vindt men, na Termenigvaldi^ng van alle tor- 
men met 2, 

= -4[?(3)-l] + 4[?;(6)-l]-f-10[?(6)-l] + ...+ 

+ („_4)(n-l)K(»)-l]+enz. 



Vraagstuk CLXXIV. 
D 6 i. Men vraagt te bewijzen , dat men heeft 

O 

waar ? (x) = 1 1 h • • • »• 

(Dr. J. C. Kluyver.) 

Oplossing van Dr. J. C. Elutybr. 

Men kan de functie achter het integraalteeken in termen 
splitsen en term voor term integreeren. Op des^e wgze wordt 
het rechterlid een som/ met den algemeenen term 

J z uc{i + zy (z + kyi 

O 

Deze term kan als yolgt yervormd worden 

itaf^f-^ L_i=tar_* 



^sO 



— lim 



/"^ dy ' r^ dz 1 
SS — lim ƒ = log k 
ykii+y)' 6=0 J 21^(1 +zy k» ^ 



k k 

Alle termen uit het rechterlid geven dus te zamen 

logi 

en dit is juist de afgeleide Ainctie ?' (s). 
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Vraagstuk CLXXV. 

K 4. Door een punt M , waarvan de barycentrische coördinaten 
oc, J3, 7 ten opzichte van een driehoek ABC bekend zijn, trekt men 
rechten evenwijdig aan de zijden van ABC. Men vraagt den drie- 
hoek te construeeren als men , behalve a , |3 , 7 , de stukken m^ n\ p 
kent, welke telkens door twee zijden worden afgesneden van de 
rechte, die evenwijdig is met de derde zijde. (J. Neuberg.) 

Oplossing aan J. A. Barrau , Dr. W. Bouwman , 
Dr. A. J. A. Prange, F. Schuh en B. J. yan Trotbenburg. 

Zgn x^ y, ^ de loodlijnen uit P op.de zijden a, ft, c van 
den driehoek en A. , hky K de hoogtelgnen, dan vindt men terstond 
uit gelgkvormige driehoeken 

tn : flf = (A« - «) : A.. 

Daar nu a^\QX en a + /3 + 7 = i aA« is , heeft men 
m : a = (/3 + 7) : (a + ja + 7), dus 

^ + 7 
« + + 7 
De zgden van den driehoek zgn dus gemakkelijk te con- 
strueeren. 



Vraagstuk CLXXVI. 

F 1 e. A, , A, , A3 , A4 zijn overeenkomstige punten van vier 
in een vlak gelegen rechtstreeks gelijkvormige stelsels. Men vraagt 
naar de meetkundige plaats van A, , als aan een der volgende 
voorwaarden is voldaan: 

tf) de rechten AjA^ en AgA^ zijn evenwijdig; 

V) de verhouding der stukken AiA^ en AjA^ is standvastig; 

c) de punten A, , A^, A3, A4 liggen op één cirkel. 

(J. Neuberg.) 

Oplossing van Dr. W. Bouwman. 

a) Worden vier overeenkomstige punten door (a:, y), (a:, , y,), 
(^2 9 y^* (^3> ^3) aangewezen, dan wordt de gelijkvormige 

23« 
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verwantsohap uitgedrukt door betrekkingen van den vorm 

tfk = diX'\'eky + fkf} . . . ^ - . 1) 
(fc=l,2, 8), ' 

mits de coëfficiënten nog aan de volgende voorwaarden voldoen 



2). 
flr*i* + djtek = 0. 

• De verbindingslijn van (x, y) met (a;, , y,) loopt evenwijdig 
aan de verbindingslijn van (rr,, ^2) ™®^ (^s» Va) 9 ^^^ voldaan 
is aan 

X — X\ X2 — x^ 

De m.pl. van {x^ y) is dus de kegelsnede, voorgesteld door 
[ia,-l)x + b,y + c,][d2--d,)x + ie,^e,)y + if,-f,)] = 
[dtx + {e, - 1) y + ƒ,] [(a, -a,)x + (ft, -b,)y-\- (c, - e,)]. 

Deze vergelijking wordt niet vereenvoudigd door het bestaan 
der betrekkingen 2). Men vindt dus ook een kegelsnede, als 
de gelykvormige stelsels vervangen worden door affiene stelsels. 

Zonder eenige berekening kan men als volgt inzien, dat de 
gevraagde m.pl. een kegelsnede is. 

Als A, de rechte a, doorloopt, omhullen A^A^ en A3A4 elk 
een parabool. De puntenreeksen , welke AjA, en A3A4 daarbg 
op de oneindig ver gelegen rechte insnijden, zijn projectief, 
zoodat AjAj tweemaal evenwijdig wordt met A3A4. fitjgevolg 
heeft de gevraagde m.pl. twee punten gemeen met de rechte a,. 

b) De verhouding der stukken A, A, en A3 A4 is standvastig 
en gelijk aan A;, als voldaan wordt aan 

{X - x,Y + (y - y,y = k^ [(x^ - x,Y + (y, - y,n 

Door gebruik te maken van de vergelijkingen onder 1) vindt 
men ook hier de vergelijking van een kegelsnede , die niet 
vereenvoudigd wordt door de betrekkingen onder 2). 

c) De voorwaarde dat de vier punten op een cirkel liggen , 
wordt uitgedrukt door 
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J,0 


. 176 EN 177 


x" +y^ 


X 




y 1 




«i*-l-yi' 


a?, 




yi 1 




^» + y,' 


x^ 




y2 ï 




«,» + y3» 


^8 




ys 1 
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= 0. 



Met behulp van de betrekkingen onder 1) vindt men hieruit 
voor de m.pl. van Ai een kromme van den vierden graad. 



Vraagstuk CLXXVII. 

Q 2. In een ruimte Rn zijn n door een punt O gaande rechten 
OXi(i = 1 , 2 , . . . «) gegeven , die twee aan twee denzelfden hoek A 
met elkaar vormen. Te bewijzen , dat er een rechte OP is te vinden , 
die met al deze lijnen een hoek a maakt, bepaald door 

n cos*a = (« — i) cos A + I. 

(Dr. P. H. ScHOUTE.) 



Oplossing van J. A. Barrau. 

Past men van O op elk der rechten een stuk gelgk aan de 
eenheid af, dan zgn alle afistanden a tussehen de uiteinden der 
stukken onderling gelijk, namelgk 

a = 2 sin ^ X. 

Daar deze hoekpunten in eene R»_i een n-cel met gelijke 
ribben vormen, is deze regelmatig. 
Hare hoogte is (vergelijk n^. 164) 






Laten we uit O eene loodlijn OP neer op de Rm-i dier cel en 
verbinden we P met een willekeurig hoekpunt A der cel , dan is 



PA = : 



1 



—1 = ay- 



1 



2n 



Alle driehoeken OPA zijn nu congruent en rechthoekig, dus 
voldoet OP aan het gevraagde en ie, voor ^POA = ^a, 

PA i/ »-l _ . ,.i/«- 1 



Bini 



2n 



350 WISKUNDIGE 

n 

n ooB* a » (n — 1) — 2 (n — 1) sin» i A + 1 , 

n C08* a = (n — 1) cos A + 1. 

Opmbbking. Een andere oploasiDg komt Toor in Dr. P. H. 
ScHOUTB, Mehrdifnenmnale Oeametrie, deel I, blz. 128. (Red.) 



Vraagstuk CLXXVIII. 

Q 2. Bepaal den hoek tusschen de rechte en de ruimte, die, 
in een R^ , op rechthoekige assen worden voorgesteld door de stelsels 



X^ = X| ^^ ^) ^~~ "^4 ~~^ ^5 ^^ 

«1 = ^3 + «4 + *ö ) 

*2 = *3 + **4 + *5 i 

(Dr. P. H, ScHOüTE.) 



Oplossing van 3. A. Babbau. 

Neem op de rechte een punt P^ {1, 1, 1, 1, 11, dan is 
OP = V^' Laat uit P het loodrechte ylak op de B, neer. Dit 
vlak moet de beide rechten bevatten, die achtereenvolgens 
loodrecht staan op de beide R4, wier snijding R, bepaalt, en 
wier vergelgkingen zijn 

Xi — kx^ — a?4 — X5 = O, 
en 

X2 — x^ — kx^ — a?g =s 0. 

Die rechten hebben dus tot vergelijkingen 

a?i — 1 Xz — 1 a?4 — 1 a?5 — 1 
r~"" — Jk -1 " -1' 

en 

fl?2— 1 _ ^3 — 1 x^—1 ara— 1 
1 ~ - 1 " — jk ~ — 1 ' 

Om het vlak door die rechten te brengen kiest men op elk 
een punt, b.v. {2, 1, 1 —ft, O, 0} en fl, 2, O, 1 — fc, Oj 
en bepaalt het vlak door deze twee punten en{l,l|i,lyl{. 
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Aan de algemeeoe yergelökiogen van het vlak 
a?, = Aa?t + BaJa + C , 

Xn = QtXt H-ttra + I, 

moet dan door deze coördinaten worden voldaan, waaruit men 
vindt 

x^= — kxi — X2 + {k + 2)j 

a?4 = — a?, — fciRj + (* + 2), 

iTs = — a?! — x^-^- 3, 

Vervolgens bepaalt men het snijpunt Q van dit vlak met de 
gegeven ruimte door oplossing der gezamenlijke 5 lineaire ver- 
gelykingen. Men vindt 

_ _ P + Sik + 5 

3 

t» + 2 



Dus is 



P + 2Jk + 4 

OQ = v{^f ^^ = jyr+^ïq:4 V^8A:* + 12A« + 42i» + 60i + 72, 
OQ _ Vak" + 4i» + 14P +20* + 24) 



en 



cos ^ = 



OP 



P + 2i + 4 

Opmerking. Men vergelijke Dr. P. H. Schoütb, Mehrdi- 
mensiofiale Oeometrie^ deel I, blz. 174. 



Vraagstuk CLXXIX. 

R 7 b. Een vrij punt wordt met een standvastige kracht afge- 
stooten door een vast centrum. Men vraagt de beweging te bepalen 
als de voorwaarde y waaronder ze plaats vindt, dezelfde is als bij de 
eenparige cirkelbeweging , die het punt kan aannemen , in geval het 
met dezelfde kracht door het centrum wordt aangetrokken. 

(Dr. G. Schouten.) 

Opgelost door Dr. G. Schoxjten en F. Schuh. 
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Oploasing van Dr. O. Sghoutbk. 

De beweging moet in oen plat fliJc geschieden. Zijn r en 
de poolcoördinaten van het bewegend pnnt op zeker oogen- 
blik t van de beweging, met het centrum tot oorsprong, dan 
geeft het beginsel yan de sectoren de diiFerentiaalvergelgking 

de 

waarin ^ C het oppervlak van den sector is , door den voerstraal 
in de eenheid van tijd besohreTon. 

Het beginsel van arbeidsTermogen levert , als de massa van 
*tpunt gelgk aan één gesteld wordt, de yergelgking 

ƒ dd\^ (drY 
waar ^* = l^;;r) + \3r) ^®* kwadraat is van de snelheid, ü 

de krachtfunctie en h een standvastige. 

Worden uit dese beide vergelnkingen -jr ^^ -n: opgelost, 

at au 

dan vindt men 

^ = — K(2ü+A)r»~^ 
at r 

In ons geval is U =s ar, als a de standvastige kracht is. 
(2Ü + A)r» — (? gaat dus hier over in 2aH + Ar* — (?. 

Deae vorm moet nu voortdurend geljjk aan nul zgn , ingeval 
de cirkelbeweging plaats grijpt. Omdat nu voor a < O 

2ar^ + hr^ — (? = 

een negatieven wortel heeft, en de beide andere wortels niet 
complex mogen zijn , aangezien dan het eerste lid dezer ver- 
gelgking standrastig negatief zoude wezen ^ moeten deze wortels 
noodzakelgk positief zgn. Voor het Yoortdurend nul zgn van 
het eerste lid is dan noodig, dat deze beide positieve wortels 
onderling gel^k zijn. 

De voorwaarde voor de cirkelbeweging is dus , dat 
2af^ + hr^—(? = twee gelijke wortels heeft, dus dat de 
discriminant nul is. 
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De afgeleide 6ar* + 2hr = O heeft O en — ^- tot wortels , 

occ 

zoodat de dubbele positieve wortel zal wezen — — - en de voor- 
'^ 3a 

waarde Toor de cirkelbeweging analytisch wordt voorgesteld door 
of door 



^ = (Jl]\ 

a Xda) 



De vorm 2ar' + ht^ — (? gaat daardoor over in 

De difierentiaalvergelijkingen van de gevraagde beweging 
schrgven wg nu als volgt 






M*è,ïï-i 



du 

±de^xG — , 

r 



waar- 



de = XrdUj 
du 

de = xc — 

r 
waarin u een veranderlgke en A een standvastige is. 

Om de eerste te integreeren stellen we l/r — ^ =" ^» 

dx 
door ze overgaat in — = A du, waarvan de in te- 

graal is 

bgtgx^^ = k+^XuVh, 
of in r uitgedrukt , 

Stellen we nu i A VU = 1/— , dus A = |/— , en , ter bepa- 
ling van k, dat r oneindig groot wordt voor w = 0, dus 
fc = o^ , dan gaat de uitdrukking van r over in 



354 WISKUNDIGE 

De kleinste waarde verkrggt r voor m (/ — = — ; we stel- 
len de waarde van u, die hieraan voldoet, gelgk aan w, dus 



2a 2w 
Dan gaat r over in 



■(*)•(-£-.) 



«)• 



De tweede differentiaalyergelyking wordt nu 



±. 



►'r-^-lfJÏT^-"" 



sin*;^- 
2ai 



waarvan de integraalvergelijking is 



* 2cü 2cÉ> 6w^^ ^ 



2) 



als men onderstelt , dat ^ = O is voor u = &> , dus als het punt 
het perihelium passeert. 
Eindelijk gaat de derde differentiaalvergelijking over in 

du 
d=d0 = CA 



'^^"(-V; 



Omdat CA = ]/^ = -^^-^ is. wordt , yoor ^ =y , 

sm'y 
of 
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Stelt men hierin igy^^z^ dan is de integraaWergelijking 

ir tl 
Wordt z door tg — — vervangen, en O gerekend van het oogen- 

bliky dat het perihelium wordt gepasseerd, dan is 



vu 



sin 



1 + 2 cos — 

1), 2) en 3) geven de oplossing. De baan bezit twee asymp- 
toten, welke door het centrum gaan en een hoek O insluiten, 
die gegeven wordt door 

^ 2-.l/'3 
e = - -— ir. 
VS 



Vraagstuk CLXXX. 

J 2 O. Eenige personen A, , A^ . . . Ai spelen een spel, waarbij 
Ai een kans /; heeft om te winnen , zoodat er een kans i — ^pi 
op remise is. Zij spelen dit spel zoo dikwijls achtereen dat óf Aj 
het spel m^ keer achtereen wint , óf A2 m^ keer enz. , in welk geval 
A| of A2 enz. het totaalspel gewonnen heeft. 

Gevraagd wordt 

a) het gemiddeld aantal spelen , die voor de beslissing noodig zijn; 

i) de kans van eiken speler om het totaalspel te winnen. 

Beide vragen ook voor eiken stand van het spel op te lossen. 

(F. SCHUH.) 

Oplossing van F. Schuh. 

Zij fi (x) het gemiddeld aantal spelen noodig voor de beslissing 
van het totaalspel op het oogenblik dat Aj x spelen achtereen 
gewonnen heeft, en ^i{x) het gemiddeld aantal spelen voordat 
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A{ het spel mi keer achtereen heeft gewonnen (afgezien dus 
van de overige spelers) op het oogenblik dat A» x spelen 
achtereen heeft gewonnen. Denken we nu dat A, achtereen 
X spelen heeft gewonnen, dan is ^, (x) het gemiddeld aantal 
spelen voordat A, m^ spelen achtereen gewonnen heeft ; ^2 (0) 
hot gemiddeld aantal spelen voordat Aj tn^ spelen achtereen 
gewonnen heeft ; enz. In al die gevallen moet eerst het totaal- 
spel beslist zijn, waarvoor een gemiddeld aantal spelen ƒ, (o;) 
noodig is; daarbij kunnen zich dan de mogelgkheden voordoen, 
dat het door A, , Aj, A3 enz. gewonnen wordt. 

Passen we nu de regels voor het werken met gemiddelde 
aantallen toe, in de oplossing van vraagstuk 152 ontwikkeld, 
dan vinden we, als de kansen voor Ai, A^, A3 enz. om het 
totaalspel te winnen, op het oogenblik dat A| reeds x spelen 

achtereenvolgens heeft gewonnen , zijn Ar, = 1 — 2 A:>, A^ai ^'3» • • • ^f) 



♦i(^) = /i(^) + (|4 ♦i(0), 



*a(0)=/;(a^) + (l-fr2)«2(0) of Ic^t2(0) = f^{x), 
en evenzoo 



Uit deze vergelijkingen leidt men door eliminatie der A;'b af 



1 «.Wi 1 


en door oplossing der A;'b 


1 


' - ♦. (0) 






T«i(0) 

1 

*,(0) 






1^(0) 




enz. 
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slotte wordt 




1 








;,_*.(^) 

^--M^ 


^1 
1 

s- 


1 

(0) 

1 


+ 


('- 


♦. (0), 



1 ♦i(O) 

Wij hebben zoo dus alles in de functies ^ uitgedrukt, die 
veel eenvoudiger zgn dan de f%. Bovenstaande formules worden 
nog eenvoudiger bij den aanvang van het spel als rr = O en 
dus /;(0) = /2(0) = .... = /i(0) = /(0. Men heeft dan: 



1 

/(O) 


' 1 

"?#.(0)' 




1 


kj= 


♦.(0) 



Deze eenvoudige uitkomst geeft aanleiding tot het formuleeren 
der volgende stelling: 

Een zekere handeling heeft zoo dikwgls achtereen plaats dot 
dat een zekere gebeurtenis is tot stand gekomen. Deze ge- 
beurtenis bestaat in het tot stand komen van een der gebeur- 
tenissen I, II, III enz. die elkaar uitsluiten, en zoodanig zijn 
dat bij het tot stand komen van I b.v. de kansen voor de 
overige gebeurtenissen nog juist zoo staan als bij het begin. 
Nu is de omgekeerde waarde van het gemiddelde aantal han- 
delingen noodig voor het tot stand komen van de gebeurtenis, 
gelijk aan de som der omgekeerde waarden der gemiddelde 
aantallen handelingen voor de gebeurtenissen I, II, III enz. 
Verder zijn de kansen voor ieder dier gebeurtenissen I, II, 
III enz. om het eerst tot stand te komen, evenredig aan de 
omgekeerde waarden der gemiddelde aantallen handelingen voor 
hun tot stand komen vereischt. 

Deze stelling is de tegenhanger van de stelling volgens welke 
men de gemiddelde aantallen zelf moet optellen , als de ge- 
beurtenis bestaat in het tot stand komen van een aantal gebeur- 
tenissen I» II, III enz. na elkaar en in bepaalde volgorde 

Het komt er nu nog op aan de functies ^, b.v. ipi (j?), te 
bepalen. Er wordt nu eerst één spel gespeeld, dat A,* kan 



868 WISKUNDIGE 

winnen of niet. Volgens de regels voor bet werken met ge- 
middelde aantallen is nu 

^,(x) = 1 +Mi(a?+ 1) + (1 - pO#«(0). 

Dit is een lineaire differentievergelijking met constante 
coëfficiënten en constant tweede lid; zij wordt bevredigd door 

^,(^)^^ + ^,(0)-t-.-i_.^. 
C vindt men door a; = O te stellen , zoodat men beeft 



(0). 



Verder is 0j (x) = O voor o? = m. , dus 

, ^ 1 1— pi«<-» 

♦•(*^=i~;r — :^ — 

l—Pi pn 
Ten slotte heeft men dus 

fxix) \-px^-' 1 il-pri) ' 

" 1-p,-^ ^ (i-pOfi^ i-ft-« ' 
l 1 —pl^ 

a -P2)P2*' 

^^ijZ^Ü l-p.-» enz. 

1 -p,«i ^ (i-pQp i-'i 

1 1 — pC^i 

Dit geldt voor het oogenblik dat A, o; spelen achtereen heefl 
gewonnen. 

Bij den aanvang van het spel , dus voor o; == O , worden die 
formules nog iets eenvoudiger. 

Het eigenaardige van de hier gebruikte metbode bestaat 
hierin , dat we niet met kansen maar met gemiddelde aantallen 
gewerkt hebben en de kans als vanzelf voor den dag is 
gekomen* 
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Vraagstuk CLXXXI. 

K 20 e a. De waarden van x te vinden, die voldoen aan 

I + tg i « + i tg* i « = cos* i o: : (i -f cos 2x). 

(Dr. C. Stolp.) 

Opgelost door Dr. W. Bouwman, E. D. J. de Jongh Jr., 
J. A. Kerkhoven , Dr. A. J. A. Prange, F. Schuh en Dr. C. Stolp. 

Oplossing van E. D. J. de Jongh Jr. 

Door achtereenvolgende herleidingen van de gegeven ver- 
gelijking vinden we 

1 + te* A ar 

l + tgiar+itg*4ar=r; ^-^-- 



2(l-tg*ia:)* 

En hieruit volgt na herleiding, waarbij tg^o; door u ver- 
vangen is, 

u« 4- 2 M* - 4tt« — 4t4* + 2 M + 1 = O , 
of 

(i** + w — 1 ) (tt* + m' — 3w — 1 ) = 0. 

Deze vergelyking valt uiteen in 

i^ + tt— 1=0 1) 

60 

u4 + M* — 3tt - 1 = o 2) 

De wortels van 1) zgn 

Vi^tgiar, = i(— 1 - K6) en M2 = tgirrj = i (- 1+K5). 

Het valt gemakkelgk in te zien , dat \x^ — ^x^^ 90^ is. 
We vinden i a?, = 121* 43' 8", dus 

ar, = ?43* 26' 6^ en ar^ = 63* 26' 6". 

Bij onderzoek blgkt, dat 2) een paar onbestaanbare wortels 
heeft. Voor de bestaanbare vinden we 
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«<3 = tg è «3 = 1,285634647 ... en U4 = tg4ar4=— 0,342114312..., 

waaruit 

4 arj = 52** V 23", duB x^ = 104^ 14' 46^ 
ix^= 161« 6' 49,5^ dus x^ = 322^ 13' 39^^. 

Om DU DU de onbestaanbare wortek der gegeven vergelgking 
te vinden, stellen we 

u]i = a + b K -1 dus u^ = a — b K— "ï- 

We hebben dan 

(u-a— 6K^(tt— a+6V^ = (t<HM»— 3tt— l):(t*— tijX»— mJ, 
of, na de noodige berekeningen, 

u^ — 2au + a« + 6» =r fi» + l,943520335tt + 2,27358496. 
Hieruit volgt: 
2a = — 1,943520335 ; a» + ft* « 2,27358496; b = 1,1529385. 
Nu is 

tg i (3^5 + a^o) = 



W5 + Wc 2a 



l-w^We l-(aa+fc») 

— 1,943520335 , ,«^^««« 
= 7^;;^ 7^^ « 1,5260233. 

— 1,27358496 

We vinden i (a;, + a;^) = 56** 45' 46'' = 0,9907 radUlen. 
Stellen we nu ^ (a;^ — x^) voor door y K — 1 , uitgedrukt in 
radialen, dan hebben we 

,,— ^. 8in(yK^) («y-^l/=l 2iK^l 

Stellen we ^ = 2, 

1 

^~" T 26 

daa is — = - . a ■ m » waaruit we, na herleiding, vinden 

z+ -- 

,, ^, l + a« + 26 + 6» 5,579462 

" = '^^ = rr^- - 26TÏ» '^ ö;9677ö8 = '^'^^^®*- 

2y log c = log 5,76564, 
y = 0,8759. 



OPGAVEN. NO. 181 EN 182. $61 

We Yonden reeds 

i (a^s 4- a^o) = 0,9907 radialen. 



Verder is 
Dus 



en 



i (a?5 — «e) = 0,8759 V^l radialen. 
ars = 0,9907 + 0,8759 |/~1 radialen. 
a:^ = 0,9907 — 0,8759 V^^l radialen. 

Vraagstuk CLXXXII. 

K 14 o a. Te bewijzen, dat men een half- regelmatig veelvlak 
kan samenstellen uit een zeker aantal gelijke en gelijkvormige vier- 
vlakken, die aan de volgende voorwaarden voldoen. 

De zijvlakken ACD en BCD sluiten een rechten hoek in; de 
ribben AB en CD kruisen elkaar loodrecht en de in B samenko» 
mende ribben maken onderling gelijke hoeken. Bovendien is de 
hoek van AB met het vlak BCD gelijk aan de halve som der 
hoeken , welke de in A samenkomende ribben twee aan twee insluiten. 

(Dr. C. Stolp.) 

Opgelost éioor J. A. Kerkhoven en Dr. C. Stolp. 

Oplossing van J. A. Kerkhoven. 

Zg ABCD (fig. 11) een viervlak, dat aan de gegeven voor* 
waarden voldoet. 

Stellen wij Z ABC = ^ ABD = Z CBD = 2a; Z ABE = 0, 
Z CAD = 8, Z BAC = Z BAD = 7, dan is 

20 = 27 + 8 of 7=/3--48 1). 

Boldriehoek FGH, beschreven uit A, rechthoekig in H, geeft 
cos 7 := sin /3 cos ^ 8 , of wegens 1) , 

cos /3 cos ^ 8 + sin /3 sin ^ 8 = sin /3 eos i 8 , 
of wel 

ai, P- cos ff 

Sin /3 

Boldriehoek EMN, beschreven uit B, rechthoekig in N, geeft 

oo8'2a=eo8/3cosa, of 2cos'a — eos/3coBa — 1 = . . 8). 
Wmk. Opo., dl VIII. 24 



362 WISKUNDIGE 

Uit de driehoeken ABC, ACE en BCE leidt men af 

^^ «n 7 . -, ein y l ^„ ain y sin a „^ 
8in 2a Bin 2a sin ^ S sin 2a sin ^ S 

Derhalve is wegens 1) 

sin (/3 — i S) . sin a = sin 2a • sin ^ S , 
of na deeling door sin a oos ^ 8 , 

sin ^ — COS0 tg i S — 2 cos a tg ^ S = O, 
of wegens 2) , 

8in>0 — (co8 4- 2 cos a) (sin ^ — COS /3) =0, 
1 — sin /3 cos /3 — 2 cos a (sin /3 — cos ^) = 0. 

Door substitutie yan de hieruit getrokken waarde van cos a 
in 3), vindt men 

(1— sin^cos/ï)*-- co80(l~8in^cos/3)(sin0--co8^)— 2(sin/3-<5os/3)* = 0. 
Hieruit vindt men na eenige herleiding 

tg20 = ^2 en tg/S = i (1 + 1^5) • . . 4). 
Nu is tevens cos ^ = — cos 2j3 : sin j3. Door substitutie in 
cos 2a = cos /3 • cos a 
vindt men dus 

cos 2a cos 20 

cos a cos /3 

Aan deze vergelijking wordt voldaan door a = 90 -- /3 en 

door cos a SS — 



2sin0 

De tweede oplossing komt niet in aanmerking, omdat sg 2a 
grooter dan 180^ maakt 
Ten slotte vindt men nu 

1 + V6 1/ 6 + K6 

sm 3 = cos a = = ]/ — -r — ; 

1^10 + 21/6 '^ 10 



008 ^ := sin a = 



5 -Vb 



f-y- 



Door de gevonden waarden van a en /3 is de vorm van het 
viervlak bepaald. Nu kunnen wij uit twee dezer viervlakken 
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een vierhoekige pyramide samenstellen. Daartoe laten wij het 
vlak ACD tegen het overeenkomstige vlak van het tweede 
vier vlak aansluiten. Het zijvlak BCD vormt dan met het over- 
eenkomstige een ruit. TJit 30 van zulke pyramiden kan men 
nu een halfregelmatig lichaam samenstellen , begrensd door 30 
zulke ruiten. Figuur 12 stelt de projectie er van voor. 

Denken wg ons een kubus PQUS, waarvan de ribbe 
PQ = 2AE (fig. 11) is. Wij teekenen op ieder zgvlak van den 
kubns eèn ruit als boven bedoeld, zoodanig dat de diagonalen 
in de hoofd vlakken liggen, en daarbij zorg dragende, dat de 
korte diagonaal CD in eenig zijvlak de korte diagonalen in de 
vier aangrenzende zij vlakken rechthoekig kruist, doch met die 
in het overstaande zijvïak evenwijdig is. Voorts beschrgven 
wg in den kubus den iugeschreven bol. Door elk der drie 
raakpunten A, N en H trekken wij twee groote cirkels, zooals 
AO, NF enz., waarvan de vlakken met de korte diagonalen 
een hoek OAF = a maken , dus loodrecht op de zijden der 
ruiten staan. 

In boldriehoek AFG, rechthoekig in F, is AF = a en 
Z,OkF^a , derhalve sin a==cotg er tg FG ; of tg FG^sina tga, en 

. „^ tgFG siD»a 

sin FG = ^ = — . 

V^ 1+ tg» FG Kcos^ a i- sin* a 

Nu is 

^ ^ . . 5 + VÏÏ . 3Q-1 0K5 ^ 

cos* a 4- sin* cc = = 4. 

^ 10 100 ^ 

Derhalve 

8inFG = 5^^^^ X^ = i(-1 + K5), dus FG = 18^ 
lU A 

Verder is 

/5+K6 1+Vl 



cosAG=cosFG.cosa=i 1^16— (6-2K6)x l/- 



10 



Dit is de verhouding van het apothema tot den straal van 
den omgeschreven cirkel van een regelmatigen vijf hoek, dus 
AG = 36^ De boldriehoek AGM heeft dus zijne 3 zijden gelijk 
aan 86^. Hetzelfde geldt voor elk der 12 boldriehoeken, die 
twee aan twee in de zes raakpunten van kubus en bol samen- 
komen. 

24* 
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Ook Tan de 8 driehoeken zooals GWZ, die geen hoekpant 
gemeen hebben met een der zes raakpunten, zijn allé hoeken 
gelijk aan 2a, dus alle zijden gelgk aan 36^. Elk der 6 groote 
cirkels wordt dus door de andere 6 verdeeld in 10 deelen Tan 
36^ ; wij Terkrggen aldus op die cirkels |x6xl0 = 30 sngpanton. 

Nu brengen wg door elk dezer 30 punten een raakTlak aan 
den bol;, zes dezer raakTlakken Tallen samen met de zij Tlakken 
Tan den kubus. 

De raakTlakken in de opTolgende punten Tan één cti^el, 
zöoals AZ, hebben hunne doorsneden oTonwijdig aan BD, en 
wy kunnen gemakkelijk aantoonen, dat BD samenvalt met de 
doorsnede der raakvlakken in A en in Q. Daartoe moeten wg 
slechts bewijzen, dat de loodlijo AE uit het middelpunt der 
ruit op de zijde neergelaten , gelijk is aan R tg 18^ , als B de 
straal Tan den bol is. 

Blijkens figuur 11 is deze loodlgn gelgk aan 

2 2 l I V^5 

3Esin a = AE cotgjSsina = , — -= . ^ R = R. 

1+K5 Kio+21^5 »^0+2K6 

En men heeft 

sin Ï8^ = H— 1 + ï^5), cos 18^ = \^Ï0 + 2Vl ; 
derhalTe 

R tg 18^ = - ^ R = BE sin a. 

Ï^10 + 2K5 

Evenzoo zgn de doorsneden der raakTlakken in de doelpunten 
Tan den cirkel AT OTonwgdig aan BC, terwijl BC zal samen- 
Tallen met een dezer doorsneden. En daar al de raakpunten 
op onderling gelijke afstanden Tan 36° liggen, zullen de aldus 
verkregen ruiten gelijk zijn alan ruit BDLC, terwgl de zijden 
achtereeuTol^ens loodrecht staan op de twee groote cirkels, 
waarTan eenig raakpunt de doorsnede is. 

Als wij nu de hoekpunten der ruiten Torbinden met het mid- 
delpunt Tan den bol, hebben wij het lichaam Tordeeld in 30 
pyramiden. 

Het dertigTlak heeft 32 hoekpunten en 60 ribben. 
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Vraagstuk CLXXXIII. 

K 22. Nadat twee onderling loodrechte projectievlakken tot één 
vlak vereenigd zijn , trekt men vier rechten zoodanig dat i en 2 de 
boeken van 3 en 4 middendoor deelen. Beschouwt men nu i als 
de eerste en tweede projectie van een rechte ^, 2 als de eerste en 
tweede projectie van een rechte /, 3 en 4 als de projecties van een 
rechte ^, dan is het vlak (gA) loodrecht op het vlak (g/). Men 
vraagt dit te bewijzen. (Dr. H. de Vries.) 

Opgelost door T. J. Allersma , Dr. W. Bouwman , E. D. 
J. DB JoNGH Jr. , Dr. C. Stolp, B. J. van Trotsenburg en 
Dr. H. DE Vries. 

OploBBing van Dr. C. Stolp en B. 3. van Trotsenbvrq. 

Daar de rechte 1 den hoek der rechten 3 en 4 middendoor 
deelt, ligt haar snijpunt met de as van projectie even ver van 
3 en 4, dus op gelijke afstanden van de projecteerende vlakken 
G| en O2 der rechte g. Hieruit volgt , dat het vlak door g en 
h een paar der ruimtehoeken middendoor deelt , welke door 61 
en O2 worden gevormd. 

Op dezelfde wijs blijkt, dat het vlak (gl) het tweede paar 
ruimtehoeken tusschen G, en G2 middendoor deelt. Derhalve 
staan (gl) en (gh) loodrecht op elkaar. 

Vraagstuk CLXXXIV. 

N' 1 g at Van drie onderling loodrechte projectievlakken worden 
iiet horizontale en derde projectievlak op de gebruikelijke wijze in 
het vertikale vlak neergeslagen. Men vraagt het stelsel der rechten 
te onderzoeken, waarvan de horizontale en derde projecties sym- 
metrisch liggen ten opzichte van de doorsnede van het vertikale en 
het horizontale projectievlak. (Dr. H. de Vries) 

Opgelost door T. J. Allersma, Dr. W. Bouwman, E. D. J. 
DE JQNGH Jr. , Dr. C. Stolp en Dr. H. de Vries. 

Oplossing van Dr. W. Bouwman. 

Door een willekeurig gekozen punt P gaat in bet algemeen 
em rechte l van het bedoelde stelsel. Bepaalt men de punten 
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Q'^' en R", die t. o. y. de projectieaa (Xsb) Bymmetrisch liggen 
met de horizontale en derde projectie van P, dan heeft de 
bedoelde rechte tot projecties r = ¥"1^ en r'=P'"Q'". 

Liggen evenwel P'^ en P'^' symmetriBch t. o. v. de Xaa, dan 
is elke rechte door P, waarvan de tweede en derde projectie 
elkaar op de Xas angden, een lijn van het stelsel (Q. In dit 
geval is het punt P evenver verwijderd van de drie projectie- 
ylakken, en valt P"' samen met P^ 

Alle rechten l snijden dus de lijn dy die de m.pl. is der 
punten, waarvoor P' en P'" samenvallen, terwijl P' en F*' 
eikaars spiegelbeelden zijn t o. v. de Xas. Blijkbaar is d ook 
een lijn van het stelsel (Q. 

Wij zullen nu nagaan hoeveel Ignen l in een gegeven vlak 
a liggen. Daartoe bepalen we de mpl. van de horizontale 
doorgangen Da der lijnen Ij welke door het sngpunt A van d met 
a gaan. Daar A'' beschouwd kan worden als de horizontale 
doorgang yan een rechte l, en wel yan de rechte AA'^, beyat 
elke rechte door A.'^ getrokken twee punten yan de m.pl. yan 
D,; dus is deze een kegelsnede. Haar snijpunten met den 
horizontalen doorgang van a leveren twee lijnen {, die in het 
vlak a liggen. 

Hieruit blijkt tevens , dat alle door A getrokken Ijjnen { een 
quadratisch kegelvlak vormen , dat ook de rechte d bevat Laat 
men A de lijn d doorloopen, dan yerplaatst deze kegel zich 
evenwijdig met zichzelf, Dus yormen de Ignen l een congru- 
entie, die tot richtlijnen heeft de lijn d en een oneindig ver 
gelegen kegelsnede, die d snijdt. 

De rechten 2, die op een gegeven rechte m rusten, vormen 
blijkbaar een kubisch regelvlak met m als enkelvoudige en d 
als dubbele richtlijn. 

Oplossing van T. J. Allebsma. 
Wij beschouwen het horizontale, vertikale en derde projectie» 
vlak achtereenvolgens als XOT, XOZ en TOZ. Als de hori- 
zontale projectie van een lijn l van het bedoelde stelsel stukken 
a en i afsnijdt van OX en OY, zal haar derde projectie op 
OT en OZ segmenten gelijk aan — a en 6 bepalen. Dus 
wordt / voorgesteld door 

^ + |- = i,-j + f = i 1) 

a Q a o 
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Zal l door het punt (xqj yo» ^o) S^^n 9 dan moet men dus hebben 
1 _ gp — yo 1 _ arp + yo 

Hierdoor is de rechte bepaald, tenzg men heeft 

— a?o=yo = «'o; 

immers dan zgn a en 6 onbepaald, en dechta gebonden aan 
de voorwaarde 

_ y?. ^ -^ = 1 2). 

a o 
De oneindig yele Ignen I, die door het punt (— yo, yo, yo) 
gaan , vormen een kegelvlak , waarvan de vergelyking door eli- 

minatie van — en -r- uit 1) en 2) wordt gevonden. Men 
a o 

vindt dan 

« + y* — yo{x + 2y — 2?) = 0. 

Doorloopt de top van dezen kegel de rechte d^ voorgesteld 
door 

— 0? = y = 2, 
dan wordt de kegel evenwgdig aan zich zelf verplaatst. 

Tot dezelfde uitkomst geraakt men door de rechten l te zoeken , 
die evenwgdig zijn met een rechte 

a? : a = y : /3 = 2f : 7. 
Uit 

a:P = a: — 6 en /3:y = a:6 

vindt men de voorwaarde ^7 + /3* = O , zoodat elke Ign van 
het stelsel evenwgdig is met een der beschrijvende Ignen van 
den kegel 

xz + f^Q, 

di<| bigkbaar de rechte d bevat en de vlakken o; = O en z=^0 
op y = O aanraakt. 

Vraagstuk CLXXXV. 

H^ 6 h. Men vraagt het aantal kegelsneden te bepalen, die een 
vlakke kubische kromme in een gegeven punt snijden en haar elders 
vijfpuntig aanraken. (Dr. H. de Vries.) 
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Opgelost door Dr. W. Bouwman , F. Schuh , Dr. H. ds Vues 
en Dr. J. de Vries. 

Oplossing van Th, W. Boüwmak. 

Wg zullen het aantal kegelsneden bepalen, die eene «vlakke 
kromme van den 91^^ graad, die wg zonder dubbelpnnten en 
keerpunten onderstellen, aanraken, en door een gegeyen punt 
gaan. Daartoe bepalen wg eerst het aantal kegelsneden Tan 
een bundel, die de gegeven kromme C" aanraken, eir hebben 
als bijzondere gevallen daarvan dat een of meer der basispunten 
op O liggen. Met behulp van de verkregen uitkomsten zoeken 
wij , hoeveel kegelsneden door drie basispunten G" driepuntig 
aanraken, terwijl weder een of meer dezer punten op C* kun- 
nen liggen. Daarna laten wij de kegelsneden door twee vaste 
punten gaan en C" vierpuntig raken, en ten slotte hebben w^ 
een vast punt en vijfpuntige aanraking te beschouwen. 

1. De basispunten Ai, A2, A3, A4 liggen niet op C". Wg 
beschouwen Ai als top van een stralenbundel. Een straal a 
snijdt C* in n punten Pi, P2 . . ., P». De punten A, ,^ A^, 
As» A4, Vk bepalen een kegelsnede, die C" nog in 2n — 1 
punten Q snijdt. Wij denken ons deze punten met A|. doqr 
stralen h verbonden. A| is dan de top van twee bundels (a) 
en (6), waartusschen eene verwantschap (2n* — n, 2n^ — n) 
bestaat. De 4n^ — 2n samenvallingen van aan elkaar toege- 
voegde stralen zijn ten deele afkomstig van de kegelsneden, 
die G" aanraken, ten deele van de ontaarde kegelsneden'^van 
den bundel. 

Stel dat de rechte A1A2 die door A3A4 tot een kegelsnefde 
wordt aangevuld, G* in Qi , Q2, . • •, Q» fiogdt. Met den 
straal A|Qi van den eersten bundel komen overeen de stral^a 
i^\^%i AiQa ... AiQii van den tweeden bundel; aan AjQs be- 
antwoorden AiQi, A1Q3, . . . AiQ», enz. De rechte A1A2 ver- 
vangt dus ft (n — 1) samenvallingen. Hetzelfde geldt ten opzichte 
van AjAs en A1A4. Het aantal rakende kegelsneden bedraagt 
dus 4w^ - 2n — 3(n^ — n) = w» + w. 

2. Stel dat Aj op G" ligt, A2, A3, A4 niet. Dit geval 
kunnen wij op twee wijzen behandelen, n.1. deor A., ea door 
een der andere punten als top van den stralenbundel te nemen. 

o. Zij Al top. Een straal a sngdt G" in :(» — 1) pwien 
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Pi . . . P»_i. Eene kegelsnede door A, , Aj, A3, A4, P* snijdt 
C*, behalve in Ai en P>, in 2(n— 2) punten Q. Tusschen 
de beide stralenbundels (a) en (6) bestaat nu eene verwant- 
Bchap (2(n — 1)*, 2(n — 1)*) met 4ti* — 8n + 4 samenvallingen. 
GaiMii we nu de ontaardingen na, en wel eerst het samenstel 
van A]A2 en A3A4. De lijn A2A] snijdt C" in (n -- 1) punten; 
dit geeft aanleiding tot (n — l)(n — 2) samenvallingen, die 
afgetrokken moeten worden. Daar hetzelfde geldt voor de lijnen 
A1A3 en A,A4, Tinden wij dus 4n'-8n+4-(3n^-9n-|-6) = nHw— 2 
rakende kegelsneden. 

b. Zij nu A2 tüp. Een straal snijdt C" in n punten Pi . . . P». 
De kegelsnede door Aj, A2, A3, A4, Pit snijdt C", behalve in 
A, en P*, in 2n — 2 punten. De overeenkomst is dus hier 
een (2n (n — 1), 2w (n — 1)) met 4n^ — 4n samenvallingen. De 
drie ontaarde kegelsneden zijn nu niet op dezelfde wijs te 
behandelen. A2A3 snijdt O in n punten, die aanleiding geven 
tot n {n — 1) samenvallingen van overeenkomstige stralen ; 
Jietzelfde geldt van A2A4. Maar A1A2 snijdt C" nog in n — 1 
punten, levert dus (n — 1) (n — 2) samenvallingen. In het 
geheel zijn dus Sti^ — 5m -f 2 samenvallingen afkomstig van ont- 
aardingen. En men vindt weer n^ r\- n — 2 rakende kegelsneden. 

3. Op dezelfde wijs behandelen we het geval , dat p punten 
A.k op O liggen. Kiezen we een dier punten als top van twee 
stralenbundels, dan wordt de overeeijfkomst een [(n— l)(2/i-t-2>— 1), 
(« — 1) (2n — p — 1)]. Van de samenvallingen konten op 
rekening van de ont^ardingen 3^*^ — 7n + 2 — 2p{n — 2). 
Hieruit volgt voor het aantal rakende kegelsneden van den 
bundel n^ + n — 2p. , 

4. Wij nemen nu drie vaste punten A,, A2, A3 eii beschou- 
wen Al als top van twee stralenbundels, die als volgt verwant 
zijn. Een straal a duor A, snijdt C" in n punten P^; door 
Al, A2, A3 legt men de kegelsnede, die C" in Pk raakt en 
haar snijdt in 2n — 2 punten Q^; deze worden met A, ver- 
bonden en leveren evenzoo vele stralen b van het tweede stelsel. 

Omgekeerd zullen door een punt Q^, volgens § 2, ti^ + n— 2 
kegelsneden gaan, die C'* elders raken. Deze raakpunten be- 
palen n^ 4" » — 2 stralen van den eersten bundel. Aan de n 
punten Q* op een straal b beantwoorden dus n' + n* — 2n 
atraleu a, aan de n punten Fk op een straal (i beantwoorden 
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2n^ — 2n stralen 6. De overeenkomst is hier een (n' + n' — 2it, 
2n^ — 2n), en het. aantal samen vallingen bedraagt n'+3n'—4n. 
Deze bepalen ten deele driepuntig rakende k^elsneden, ten 
deele komen ze op rekening van ontaarde kegelsneden. 

a. De kegelsnede bestaat uit AjA, en eene lijn door A,. 

De lijn AjA, snijdt C* in n panten P, , P,. • . P». Het de 
lijn A|P] vormt ze een kegelsnede die in P, twee panten met 
C" gemeen heeft. Daar deze rechte C* nog in n — 1 panten 
Q21 Q39*--Qii snijdt, vertegenwoordigt zg n — 1 samenval- 
lingen. Daar hetzelfde voor AjP^ enz. geldt, zgn hiermee 
n(n — 1) samen vallingen aangewezen. 

Verder zijn uit Ai aan de kromme n{n — 1) raaklgnen te 
trekken, die ieder C* nog in (n — 2) andere punten snijden, 
en met A2A3 een rakende kegelsnede vormen; zij leveren nog 
n{n ^ 1) (n — 2) samen vallingen. 

/3. De kegelsnede bestaat uit A1A2 en eene lijn door Aa- 

A1A2 snijdt C" in n punten Pi . • . P». Zij A3P1 de andere 
lijn, dan hebben wij in Pj twee snijpunten en daar op A1A2 
nog n ^ 1 punten liggen , vindt men hier n — 1 samenvallingen. 

Verbinden ^ e A3 achtereenvolgens met de punten Pi , P2 . . . P», 
dan vinden we dus ti (n — 1) samenvallingen. 

De beschouwing der kegelsneden, welke uit AjA, en een Ign 
door A2 bestaan, levert eveneens ft (ft — 1) samenvallingen. 
Daar het geheele aantal af te trekken samenvallingen n' — n 
bedraagt , vindt men voor het aantal driepuntig rakende kegel- 
sneden 

(«» + 8n* - 4») — (n» - w) = 3n« - 3n. 

Onderstelt men, dat p van de punten Ai, A2, A3 op C*, das 
3 — p buiten C" liggen , dan vindt men zonder moeite voor het 
aantal driepuntig rakende kegelsneden 

Sn» — 3n — 3p, 

5. We nemen nu twee vaste punten A, en A2 buiten C* 
aan en kiezen A, als top van twee stralenbundels (a) en (&). 
De straal a sngdt C» in n punten P, , P, . . . P». Door Ai en 
•^2 l^SS^i^ ^® ®®° kegelsnede, die O in P, driepuntig raakt 
en haar verder in 2n — 3 punten Q^ snijdt, die met A, 2n — 3 
stralen b bepalen. Aan den straal a beantwoorden dus n (2n — S) 
stralen b. Omgekeerd gaan door A, , Aj en een punt Q, van 
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van C" 3«* — 3n — 8 kegelsneden , die de kromme elders drie- 
puntig raken ; aan een straal b beantwoorden dus 3n^ — Sn'— 3n 
stralen a. De overeenkomst is dus een 

(3n' — 3n» - 3n , 2n' - 8fi), 

en het aantal samenvallingen bedraagt 

8n' — w* - 6fi. 

Deze behooren ten deele tot vierpuntig rakende kegelsneden , 
ten deele komen zij op rekening van de ontaardingen. 

a. De kegelsnede bevat de lijn A|Aa als bestanddeel. 

Kiezen we als lijn die AjA, tot een kegelsnede aanvult, de 
raaklgn aan C" in het op A|Aa gelegen punt P|, dan telt dit 
voor een driepuntige aanraking in Pi, terwijl met AfPi de 
Ignen AiP,, enz. samenvallen. Hieruit blijkt , dat de Ijjn AjA^ 
n{n -- l) samenvallingen vertegenwoordigt. 

j3. De kegelsnede bestaat uit eene lijn door Aa, die C* in 
het punt Q, raakt en de Ign A|Qi. Dan vallen in Qi weer 
drie punten van de kegelsnede en C" samen. AiQi heeft met 
C* verder nog n — 1 snijpunten , levert dus n — 1 samenvallingen. 

Daar er uit Aa ff{n — 1) raaklijnen te trekken zijn, vindt 
men op deze wijze n{n — 1)^ samenvallingen. 

y. De kegelsnede bestaat uit een lijn door A, , die C" in P| 
raakt en verder in n — 2 punten snijdt, en de lijn AaPf. Hier 
hebben we een straal a die met 2 (n — 2) stralen h samenvalt. 
Daar er uit Ai n(n— 1) raaklijnen te trekken zijn, vindt men 
alzoo 2n(n — l)(n — 2) samenvallingen. 

Het aantal vierpantig rakende kegelsnede is dus 

(3n« — n^ - 6fi) - (Sn' — 7n« + 4n) = 6n« — lOn. 

6. Ligt Al wel, Aa niet op C*. Kiezen wg A, als top, dan 
is de overeenkomst een ((n— l)('3n*-Sw— 6), (w— l)(2n— 4)), 
en het aantal samenvallingen Sn' — 4n' — 9n + 10. 

De in § 5 onder a, j3, 7 genoemde getallen worden hier achter- 
eenvolgens (n— l)(n— 2) , n(w— l)(n— 2) , 2[w(n— 1)— 2](n— 3), 
en hun som Sn' — lOn* + n + 14. Het aantal vierpuntig 
rakende kegelsneden is dus 

8n» — 4n^ — 9n+10-(Sn'— 10n^ + n + 14) = 6n«— lOn — 4. 
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Liggen de punten A, en Aj beide op C", dan noden we, 
op soortgelijke wijs» voor het aantal vierpuntig rakende 
kegelsneden 

6w« — lOn — 8. 

7. Trachten we nu bet aantal vijfpuntig rakende kegel- 
sneden te vinden , die door een punt At gaan. OnderatelleB we 
Toorloopig dat A] niet op C" ligt. Een straal a door A, snijdt 
C" in n punten P, . . . P.. Eene kegelsnede, die door A, gaat 
en G" in P, vierpuntig aanraakt, heeft met C* nog 2n — 4 
punten Q gemeen ; een straal a bepaalt dus n (2n — 4) stralen h. 
Omgekeerd gaan er door Ai en een punt Q yan de kromme , 
volgens § 6, 6n^— lOn — 4 kegelsneden, die elders vierpuntig 
raken. De overeenkomst tusschen (a) en (&) is dus een 
(6n^ — lOti^ — 4n, 2n^ — 4n), en het aantal samenvallingen be- 
draagt 6»* — 8m^ — 8». 

In de eerste plaats kan nu de kegelsnede ontaarden in een 
buigraaklijn van C" en de rechte , die Ai met het buigpunt ver- 
bindt. De laatste snijdt C" nog in n — 1 punten Q» en daar 
er 39i(n— 2) buigpunten zijn, leveren de overeenkomstige 
ontaarde kegelsneden 3it (n — 2) (n — 1) samenvallingen. 

Zij verder P, ^ P2 het raakpunt van een door A| getrokken 
raaklijn. We beschouwen zes op elkaar volgende punten 1,2, 
3,4,5,6, waarvan 3 en 4 met P.| en P2 samenvallen. De 
kegelsnede A',1234 ontaardt in het samenstel der rechten 
A|P] èn 12; de kegelsnede A,2345 valt uiteen in A,P, en 
25; de kegelsnede A,3456 bestaat uit AjPi en 56. De n — 2 
punten, welke de raaklijn AiPj nog met C"' gemeen heeft, 
behooren als punten Q tot deze drie kegelsneden; bijgevolg 
vervangt de straal AiPi 3 (n — 2) samenvallingen. Alle raak- 
lijnen uit A, beschouwende, vinden we dus 3 (n — 2)(ii — l)ff 
samenvallingen* 

Het aantal vijfpuntig rakende kegelsneden bedraagt dien- 
tengevolge 

(6/|3 -r- 8n- — 8n) — (6n' - ISn» + 12«) = lOn» — 20n. 

8. Ligt Al op C*, dan hebben we te maken met een OTor- 
eenkomst 

((n — 1) (6n» — lOn - 8), (n — l)<2n — 5)). 

De ontaardingen leveren nn op 8»i(n-r*2)'-f 3[«(n'— l)T--2](fi-=-8) 
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BamenvalliDgen ; dus is het aantal Tijfpantig ijkende kegel- 
sneden in dit geval 

(6n»-14n»— 5n+-13) -(6n»-24n*+15n+18)= 10n«— 20w— 5. 

üit het voorgaande is gebleken, dat het aantal A;-puntig 
rakende kegelsneden telkens met h vermindert , wanneer een 
punt A op C" komt te liggen. 

Stellen we nu n = 3 , dan vinden we dat door een gegeven 
punt van een vlakke kubische kromme 25 kegelsneden gaan, 
die haar elders vijfpuntig aanraken. 

Opmerking. De vergelijking der vijfpuntig rakende kegel- 
mede is door Vak den Berq bepaald {Versl. en Med. K. A. 
V. W.j 3e reeks, deel IX). Door op haar toe te passen de 
door Halphbn {Joum. d. tnath. pures et app,y série III, t. II) 
ontwikkelde methode ter bepaling van het aantal punten eener 
algebraïsche kromme, die aan een gegeven differentiaalverge- 
Igking voldoen, kan men de bovenstaande uitkomsten terug 
vinden. Ook de invloed van bijzondere punten is op die wijs 
na te gaan. 

Opmerking van F. Schüh. Door de Jonqüières (Crelle's 
Journal f Bd. 66) is het aantal krommen C" bepaald, die een 
O ergens pi-puntig raken, verder ergens p^-^nutig raken enz. 
en nog aan eenige andere voorwaarden voldoen. In het bij- 
zonder vindt hij , dat het aantal C* die C» (j + l)-puntig raken 
en door im{m + S) — q gegeven punten gaan , voorgesteld 
wordt door i n (q + l) [2m + (n — 3) q]. Ligt een dier 
punten op C*, dan voldoet de C", die daar (q + l)-pnntig raakt, 
{q + 1) maal aan de vraag. Hieruit vindt men als antwoord 
op de boven gestelde vraag 25. 

Oplossing van Dr. J. de Yries. 

Uit de eigenschappen van het bij vier punten eener kubische 
kromme behoorende tegenpunt, dat bij samenvallen der vier 
punten tot een punt P het tweede tangentiaalpunt T van P 
is, volgt, dat een kegelsnede, die C^ in P vijfpuntig raakt, 
haar nog sngdt in het punt Q der rechte PT. 

Verbindt men Q met de overige punten van C' door rechten 
p en met hun tweede tangen tiaalpunten door rechten t, dan 
bestaat tusscben de rechten ^ en ^ blijkbaar een verwantschap 
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(32 , 2). Tot de 84 samenvallingen p^t behooren natuurlgk 
de rechten, die Q met de 9 buigpunten van C verbiudeo, 
omdat Toor deze punten P met T Bamenvalt. Op de overige 
stralen p^t ligt een punt P in een rechte met zijn tweede 
tangentiaalpunt T en het punt Q. Dus gaan door Q 25 eldera 
Tjjfpuntig rakende kegekneden. 



Vraagstuk CLXXXVI. 

M^ 1 d. Elke rechte door een der basispunten van een bundel 
van vlakke krommen der fH^ orde wordt door een zeker aantal dier 
krommen aangeraakt. Van welken graad is de meetkundige plaats 
der raakpunten, wanneer deze rechte om het bedoelde basispunt 
draait? (Dr. H. de Vriss) 

Opgelost door F. Schuh, Dr. H. de Vries ^n Dr. J. de Vries. 

Oplossing van F. Sohuh, 

Een willekeurige rechte door een basispunt P van een bundel 
krommen C* snijdt elke kromme nog in (n — 1) punten. In 
elk der 2 (n — 2) dubbelpunten der involutie van den graad 
(n — 1)| welke door die groepen yan snijpunten wordt gevormd» 
wordt de rechte door een C" geraakt. 

De gevraagde m pi. zal zoo vaak door P gaan , als er krom- 
men zijn, die P in een buigpunt hebben. 

Is de bundel gegeven door P(«, y, z)'\-\Q{x, y, 2:) = 0, 
en duidt men op bekende wijs de afgeleiden van de tweede 
orde door Fu en Ou aan , heeft men de coördinaten yan P te 
sttbstitueeren in 



P,,4-AG,,. Fa,-hXGaj, F^a + AG» 
F,3 + AG„, F^ + AG^, F33 + AG33 



= 0. 



Men vindt dus drie waarden voor A , zoodat P een drieyoudig 
punt der m.pl. is, en deze een kromme van de {2n — 1)* orde 
zal wezen. 

Opmerkingen. I. Dat P een buigpunt is van drie krommen 
van den bundel, kan men ook als volgt inzien. Brengt men 
elke C" tot doorsnijding met haar raaklijn in P| dan is de 
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m.pl. dier soijpuDten een 0* + ^, die met elke rechte door P 
(n — 2) paotOD gemeen heeft, dus drie maal door Pgaat. Elke 
raaklgn in het drievoudige punt heeft evenwel met de over- 
eenkomstige C" drie in P vereenigde punten gemeen, is dus 
bnigraaUijn. (J. d. Y.) 

n. Een vraag van algemeener strekking wordt behandeld 
door Dr. W. Bouwman in zgn opstel ^Ueber den Ort der 
Berührungspunkte von Strahlenbüscheln und Curvenbüscheln" 
{N. Archief^ 2* reeks, deel IV, bl. 269). (Red.). 



Vraagstuk CLXXXVII. 

L' 17 h. Men beschouwt de verzameling van rechten gelegen op 
een bundel van quadratische oppervlakken. Van welken graad is het 
regelvlak gevormd door de rechten welke een gegeven rechte snijden? 

(Dr. J. DE Vries.) 

Opgelost door Dr. W. Bouwman, F. Schuh en Dr. J. de Vries. 

Oplossing van F. Schuh. 

Om den graad van het regelvlak te vinden, hebben we te 
bepalen in hoeveel puntea het door een willekeurige rechte 
gesneden wordt. We hebben dus de vraag te beantwoorden: 
hoeveel rechten, gelegen op een bundel quadratische opper- 
ylakken, sngden twee gegeven rechten p en q? hoor projeo* 
tieve omvorming kunnen we van de eene Ijjn de Zas, en van 
de andere de lijn in 't oneindige yan het XT-vlak maken. De 
vergelijkingen van een rechte» die p en q sngdt, zgn dan 

z = c en y = mx. 

Deze rechte ligt op het quadratische oppervlak 

Aa? + By«+ C^*-h2Dy^^-2Ea:2f+2Fary f 2Ga?+2Hy-h2K«-|-L = O 

als voldaan is aan 

A + 2Fm + Bm> = 1), 

L + 2Kc + Cc» = 2), 

G + Hm + Ec + Dmc = 3). 

De voorwaarde dat een der beschrijvende lijnen van het 
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oppervlak de rechten p en q sngdt, yindt men door c en m 
uit 1), 2)' en 3) te elimineeren. We kunnen beginnen met 
uit 3) c op te lossen en in 2) te substitueeren ; we krijgen dan 

L (E + Dm)2 - 2K (E + Dm) (Q + Hm) + C (G + Hm)> = O . . 4). 

We hebben nu nog uit 1)' en 4) m te elimineeren. De eli- 
minant wordt van'den 8*^ graad in de coëfficiënten A, B, .. . L. 
Nu bevat echter iedere coëfficiënt lineair den parameter X van 
den bundel (A = A, -fAAa enz.), zoodat we een vergelijking 
van den 8*^° graad in A krijgen. Er zijn dus 8 quadratische 
oppervlakken in den bundel met een beschrijvende lijn, die 
zoowel p als q snijdt. 

De graad van het regolvlalc der beschrijvende lijnen van den 
bundel, die p snijden, is dus 8. 



Oplossing van Dr. W. Bouwman en Dr. J. de Vribs. 

De gegeven bundel quadratische oppervlakken snijdt een Wil- 
lekeurig door de lijn a gebracht vlak a volgens een bundel 
van kegelsneden. Drie kegelsneden van dezen bundel ontaarden 
in paren van rechte lijnen, en dit zijn de in a gelegen reehten 
van het regelvUk. Buitendien is a een dubbellijn, want elk 
punt A van a ligt op een oppervlak van den bundel, en de 
rechte lijnen door A op dit oppervlak getrokken, behooren tot 
het regelvlak. Ieder punt A van a is dus dubbelpunt en de 
graad van het oppervlak is 6 + 2 = 8. 

Opmerking. Op a liggen 8 klempunten , n.l. in de snijpunten 
van a met de 4 kegels van den bundel. Deze punten leveren 
even zoo vele samen vallingen van de verwantschap (6, 6) tus- 
schen de vlakkenbundels, welke men verkrijgt door a te ver- 
binden met de beide rechten, die elkaar in A ontmoeten. 

De overige 4 samen vallingen worden vertegenwoordigd door 
de raakvlakken in 2 punten , waar a door oppervlakken van 
den bundel aangeraakt wordt; immers met zulk een vlak a 
komen slechts 4 niet met a vereenigde vlakken overeen. 
Hieruit volgt, dat het regelvlak een dubbelkromme van den 
graad 17 bezit, die door de vier kegeltoppen gaat en a tot 
koorde heeft. (J. D. V.). 
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Vraagstuk CLXXXVIII. 

H^ 2 J. Hoeveel quadratische oppervlakken door zeven gegeven 
punten snijden een gegeven rechte lijn loodrecht? 

(Dr. J. DE Vries.) 

Opgelost door T. J. Allersma, Dr. W. Bouwman, F. Schüh 
en Dr. J. de Vries. 

Oplossing van Dr. W. Bouwman. 

1. De quadratische oppervlakken door zeven gegeven punten 
vormen een net. Wij denken ons dit net bepaald door de 
drie oppwvlakken 

A^,aj»-)-2ajary-H2a3X2?-|-a4y*-f2a5y2f+aoe*-f2a,aj+2a8.y+2a9?+a,o=0; 

B^(i:r' + 2&2^... +.i,o = ; C ^ Ci»*-!- 2raa:y . . . + Cio = 0> 

dus door de vergelgking 

icA + XB + ^C = 1). 

Nemen wij nu de Xas ak de gegeven rechte. 

Yoor de oppervlakken, die door een punt (x, O, 0) gaan, 
hebben we 

ic(a|a?+2a|T+a,o) + X(6,ij»+2M+^o) + M{^«*+2c,a?+c,o)=0 . . 2), 

en de vergelgking der raakvlakken in dit punt is 

(X — a?){ic(a,a;-f- OT) + ^(6i«-t-*7)4-M(cia: + c,)} + | 

+ TlK(ajrc + as)4-X(6,cc+68)+/i(Caa? + C8){+ ..3). 

+ Zlic(a3X + a,) + X(ft3X + 6,)+|u(c3x + Co)}=0 ) 

Zal een dezer raakvlakken loodrecht staan op de Xas, dan 
moet voldaan zijn aan de voorwaarden 

K{a^^a^^r\{)>^x^h^^rVi{c^'\'C^^^ .... 4), 

K{a^ + ög) + X (is» + 6«) +./i(c3a? + C9) = O .... 5). 

Elimineeren wij k, X, ^ uit de vergelijkingen 2), 4), 5), 
dan blgkt het, dat do bedoelde punten opgeleverd worden 
door de vergelijking 

a|ar*+2a,aj+a,o ii«^+-26,a?-fi,o c,a?»+-2c,a;+c,o 

aj^a? + Ob M + ^8 c^a? + <?8 = O . . 6). 

«t* + ö# 63a? + 60 ^3^ + ^9 
WiSK. Opa., DL YIII. 25 
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Das is de Xas normaal voor vier oppervlakken. 
2. De raakvlakken, in een willekeurig punt (x, y, ») 
de oppervlakken van het gegeven net worden voorgeatrfé door 

^ . ( diL ^ .dB ^ dO\ , 



+ 



=^0 



.7). 






Zal een dezer raakvlakken loodrecht op de X-as staan , dan 
oraeten we hebben 



rfA . , dB , dC ^ 
K — +X — +fi— =0. 



dff ' '' dy 






dz dz dg 

waaruit met behulp van 1) valt af te leiden 



8) 
9). 



D = 



A 


B 





dA 
dy 


dB 

dy 


dO 

dy 


A 
dz 


dB 
dz 


dC 
dz 



= 



1XS). 



Doorloopt {x^ y, z) een ge^ ven kromme x^^^t ^=^^1 
dan zal in de snijpunten van D = 0, y^^^s^ ^ ^ = een 
raakvlak mogelgk zgn loodrecht op de X-as. In ons geval is 
X^y = 0, ^^2;=^ O, terwijl D van den vierden graad is; 
men vindt diM vier zulke punten. 

Oplossing van Dr. J. de Yribs. 

Een vlak ^ loodrecht op de gegeven rechte n wordt door 
het oppervlakkennet gesneden volgens een net van kegelsneden. 
De dubbelpunten der hiertoe behoorende ontaarde kegelsneden 
liggen in een kromme van den derden graad; zij zgn raak- 
punten van met oppervlakken van het net. Verplaatst men 
^ evenwijdig aan zich zelf, dan zullen die raakpunten een opper- 
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ylak doorloopeiiy dat de oneindig ver gelegen rechte /« Tan 
f beyat. 

Daar 2» in elk van haar punten slechts door een oppervlak 
Tan het net wordt geraakt, is se een enkelvoudige rechte van 
het bedoelde oppervlak. Dus is de m.pl. der raakpunten met 
Tlakken van handel (^) een oppervlak van den vierden graad, 
tja ia n normaal van vier oppervlakken van het net. 



Vraagstuk CLXXXIX. 

L' 8 b. Men vraagt de v^gelijking van de meetkundige plaats 
der middelpunten van alle by een quadratisch oppervlak behoorende 
regelmatige poolviervlakken. (Dr. J. de Vrbs.) 

Oplossing van Dr. J. db Ybisb. 
Ib de bol 

beschreven om een poolviervlak van de ellipsoïde 

dan verdwgnt de invariant 8' van U en TT' (notatie van 
Salmobt). Men heeft dus de voorwaarde 

a* + /3^ + 7* = P* + a«+6a + A 

Is dit poolviervlak regelmatig, dan raken zgn zijvlakken aan 
den bol 

en moet de invariant O van Uq en IJ' verdwijnen. Derhalve 
moet tevens voldaan worden aan de voorwaarde 

„1 T^ ja T^ c» ^ \a» ^ ft» ^ c»/ 9 

Door eliminatie van p tusschen de beide voorwaarden , vindt 
men voor de m.pl. der middelpunten (a , /3 , y) van de bedoelde 
poolviervlakken, na eenige herleiding, 

ia'l>^-\-ah' - 86 V)a»+ (o»6>+6V— 8oV)/3»+(oV+6«c»-8o*6*) 7» = 
(a» — 6»)» c» + (i' - c«)» a' + ic"- o«)« 6». 

25* 
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Meo ziet gemakkelijk , dat deze Tergelijkiag nooit een ellip- 
soïde Toorstelt. 

De hier gOTolgde methode is een uitbreiding van de han- 
delwijs, waardoor R. A. Roberts de m«pl. der middelpanteB 
Tan de gelijkzgdige pooldriehoeken der ellips heeft bepaaM 
(zie vraagstuk 119, hl. 232). 



Vraagstuk CXC. 

R 8 a a. In een willekeurig punt P van een lichaam van on- 
veranderlijke gedaante, dat in rust verkeert en waarvan één f^ünt 
vast is, grijpt een impulsie van gegeven grootte aan. In welke 
richting moet die impulsie werken, opdat de levende kracht , die 
het lichaam verkrijgt j maximum zij ? (Dr. P. Zeeman Gz.) 

Opgelost door C. van Aller, Mevr. A. G, Kerkhoven — 
WvTHOFF en F. Schuh. 

Oplossing i;an C. van Aller. 

Nemen we de hoofdassen van traagheid, die door het vaste 
pant O gaan, tot coördinaatassen aan. Zijn A, B, C de 
traagheidsmomenten van het lichaam ten opzichte van die assen , 
^0} yoy ^0 d^ coördinaten van het punt P, a, /3, 7 de riohtingsh. 
hoeken van de impulsie , / de grootte der impnlde » j» t 9 i f 
de ontbondenen langs de coördinaataasen van de hoeksnelheid , 
die het lichaam ten gevolge der impulsie verkrggt, dan volgt 
uit het theorema van de momenten der hoeveelheden van 
beweging 

I(yoCOS7 - a^oCOs/S) = Ap , 

I (2?o cos a --Xq COS 7) = B j , 

I (xq cos ^ — yo C08 «) = Cr. 

Er wordt nu gevraagd voor welke waarden van €Cj fi, y 

T = Ap^ + B3»-hO» 

eene maximumwaarde verkrggt. 
üit het voorgaande volgt 

T (ypcosy-gpcosffy (gpOOBcg-a^oCOsy)» (a^coayS— y^oosg)* 
p= A ^ B ■*" O 
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We trakken uit het vaste puDt O een lijn in de richting 
(^) ^9 7) ^° zetten daarop een atuk af, dat omgekeerd even- 
redig is met den vierkantswortel uit T; indien a, /3 en 7 
veranderlijk worden gedacht, is de meetkundige plaats van het 
daardoor verkregen punt een oppervlak. Het is duidelijk, dat 
de kleinste voerstraal van dat oppervlak de richting aangeeft 
waarin de levende kracht maximum wordt. 

Door te stellen 

I lal 

^ = ^cosa, y=— CO80, z~y^eoBy 

vindt men, met behulp van de bovenstaande waarde van T, 
voor de vergelijking van het bedoelde oppervlak 

A + B + C = *' 

Dit is de vergel^king ;an een cyliudervlak , dat de Ign 

SO 4t ü 

— = Jl = -- tot as heeft. In de richting der as , dus in de 

^0 yo ^0 

richting PO of OP , is de voerstraal van het oppervlak oneindig 

groot en de levende kracht, door de impulsie veroorzaakt, 

bijgevolg nul. Deze uitkomst was te voorzien, daar het punt 

O een vast punt is. De kleinste voerstraal van het cylindervlak 

moet gezocht worden in het vlak door O loodrecht op de as 

van het cylindervlak ; deze doorsnede is in 't algemeen een 

ellips. Blijkbaar valt dus de gevraagde richting langs de kleine 

M van desie ellips. Is de oylinder een omwentelingsoppervlak , 

dus de loodrechte doorsnede een cirkel, dan zal de levende 

kracht, die het lichaam verkrjjgt, maximum worden in elke 

richting loodrecht op de as. 



Vraagstuk CXCI. 

K 8 a. Zijn J, , I2 , I3 , I4 en /, , i^ , I3 , i^ de middelpunten 
der vierkanten die buiten waarts en binnen waarts op de zijden van 
van een vierhoek A1A2A3A4 beschreven worden , dan is de som der 
vierkanten op 1,13 en /1/3 even groot als de som der vierkanten op 
de diagonalen AjA,, A2A4, (Dr. H. van Aubkl.) 
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Opgelost door T. J. Allersma, Dr. H. tan Aubel, Dr. W. 
Bouwman, E, D. J. de Jongh Jr., Dr. A. J. A. Prangk tn 
Dr C. Stolp. 

Oplossing van T. J. Allbbsma. 

Trekken wij (zie fig. 13) door de middens ifi| , fffj, ifff, 1114 
van de zijden AiA,, A^A,, A3A4, A4A, lijnen, die loodrecht op 
deze zgden staan en nemen wij hierop de stukken 

ift|I| s=s ^1^ ^^ ï AfAj |. fyijij ^^ ^a*a ^^ è Aa^8> 
•Wals = i^sS ^^ i A3A4 , IW4I4 = fw^ti = J A4A| I 

dan zijn I,, I2, I3, I4, t, , f2, %%^ 1*4 de middelpunten der be- 
doelde vierkanten. 
Nu is 

Z IjAaWj = Z. hAa^a = 45*, 
dus 

Z laAaiji = Z mtA,ma, 
en daar verder 

Ajls : A3IW, = Ajta : AjiWa = V^2 : 1 , 
heeft men 

A A3i2l3 (N9 A Asmattti , 
dus 

^Ij : fWaiiij = 1/2 : 1. 

Zoo voortgaande vindt men 

ijl, SS m^m^ 1/2 , 13*4 = iW3m4 >^2 , f41, = m^x V^ » hh =»i|»ial/2. 

Nu is fnimzm^fn^ een parallelogram , dus 

flt|?lt2 ^ ^W3Wt4 y titans ^^^ fW^Wi 

alzoo ook 

Ijfg = 13^4 , t'aTs = tJi. 

Daar verder de zijden van AAs^ala en AAsiifa^s» 'oo ook 
die van A A 41314 en A A^m^M^ 45^ in stand verschillen , zoo is 

± Z «2TsU = Z WaiW3W4 — 2 X 46®. 

Hieruit blijkt dat Iif'aTsU ïb een parallelogram , waarvan 

tjlg = maWj y2 , 1314 = m3W4 y2 , :2z Z h^A = Z m^w^m^ — 90" 
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fivenzoo blgkt dat f|VaT4 is een parallelogram, waarvan 
Va = *WaW3 1/2 , f314 = IW3W4 1/2 , db Z Ü^aU = Z ni2m^m^ — 90®. 
Dus is 

IifaljU = hWi ön V4 = t,tj. 
Na is — 

Il V + V? = 2T3V + 2/4I3» = itn^wj' + 4iW3f»4>. 
Maar 1^14 =: f|t3 y dus vindt men 

Iil3* + W = AaA4" + A,A3». 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 

De punten Jjt, u (zie fig. 14) zijn ook te beschouwen als 
middens van de halve cirkels op de zijden van den vierhoek 
als middellijnen beschreven. Hieruit volgt, dat men den vier- 
hoek I] 1113^3 uit A,A2A3A4 kan afleiden door de zgden AjA, 
en A3A4 om haar middens M en M' ieder een hoek van 90® 
in denzelfden zin om te draaien, waarbg dan de diagonalen 
A1A3 en AaA4 in IJ3 en tjf, overgaan. Wij hebben dus alleen 
te bewijzen, dat bij die vervorming van den vierhoek de som 
AiAa^ + A2A4' standvastig blijft. 

Zgn L, L' de middens van A1A3, A2A4 en N, N' die van 
A|A4, A2A3, dan bepalen die vier punten een parallelogram , 
welks zgden half zoo groot als AjAj en A3A4 zijn en bovendien 
dezelfde hoeken met elkaar maken als laatstgenoemde zijden 
van den vierhoek. Draait men nu A1A2 en A3A4 zóó om de 
middelpunten M en M' dat ze denzelfden hoek met elkaar 
blijven maken, dan wentelt het parallelogram LNL'N' een- 
voudig om zijn middelpunt O. 

Daar M en M' vast zgn, heeft het parallelogram MNM'N' 
diagonalen van onveranderlijke lengte en is dus MN' + NM'^ 
standvastig. Maar MN en NM' zijn achtereenvolgens goljjk 
aan de helften van A2A4 en A]A3; dus blijft A,A3'+ A2A4' ge- 
durende de vervorming standvastig. 

Opmebkiko. Dezelfde redeneering toepassende op het paral- 
lelogram TtLWU vindt men de betrekking 

A1A4* + A2A3» = W + I3»?. 
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Vraagstuk CXCII 
E 5. Men vraagt te bewijzen 



als m geheel, positief en grooter dan één is. 

(Dr. J. C. Klutver.) 

Opgelost door Dr. J. C. Klutver en Dr. C. Stolp. 



Oplossing van Dr. O. Stolp. 

Wanneer men het eerste lid der vergelgking, na Terandering 
yan y in u^ differentieert, krijgt men 

^ »-• iie-«"i»»-idtt 

2m^ 



2^ ^{^ 



^r(i+.) 



ro r 



(^+■1 






Wanneer men verder in de laatste reeks het ranggetal n in 
n — m verandert en in de voorlaatste, die feitelijk met den 

term n = 1 begint, r f h l) door — r I— 1 vervangt, wordt 

de vergelgking 






^^£h-.) 



"^ w^"* u* - ^du _^ •^Sïr^ tl* - Vu 

-E — M — "^ E 



^ "ö 



5 r 



ö 
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D« integratie tuescben de grenzen « = O en « =: y geeft nn 



«-»- 



.4r(4+.) 



/'---Ê 



.-1 ««-1 



Sï r 



(^) 



(2ti. 



Door hierin y ;= O te stellen vindt men C = 1. Deze waarde 
Tan C in de Torige yergelijking snbetitueerende krggt men de 
vergelijking, waarvan de juistheid bewezen moest worden. 

Opmebeikg. Uit deze uitkomst valt nog af te leiden 



Lim r-J^ 



= m, 



wat ook nog geldt yoor m = 1. (J. C. E.) 



Vraagstuk CXCIII. 

H' 9 e. De tangentiaalvergelijkisg te bepalen van de omhul- 
lende der vlakken, welke vier gegeven rechten in punten van een 
cirkel snijden. (J. Neubero.) 

Oplossing van Dr. W. Boüwmak. 
Wg steHen de vier gegeven reehten voor door 

\a'ipp+b\y + c'iz+l=0, (1 = 1, 2, 3, 4). 
Zg de vergelijking ran bet bewegende vlak 

ux + vy + tpz+l=^0. 
De eoordinaten der vier snijpunten zijn dan 
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Ci 



= 0. 
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De voorwaarde dat deze yier punten op een oirkel liggen, 
is yervuld, wanneer een bol kan gelegd worden door deze 
vier punten en een willekeurig yijfde punt, waarvoor we een- 
voudigheidshalye den oorsprong kiezen. 

Dus moet voldaan worden aan de betrekking 

.^i* + yi*4-^i^ a^i yi «4 

iïa* + ya* + ^2* X2 yl «a 

a?3* 4" ya* 4- ^a* arj y, s^ 

x^^-y^^z^ X4, Vi Zé 

Voegen we hierin de waarden voor ^ , y» , 2^» in , dan heb- 
ben we de bedoelde tangentiaalvergelijking. 

OPMERKtNG. Door gobruik te maken van het beginsel van 
het behoud van het aantal, kan men gemakkelijk inzien dat 
de omhullende der bedoelde vlakken van de zevende klasse is. 
Daartoe heeft men te bepalen hoeveel cirkels waarvan het vlak 
door de reohte a gaat, op vier gegeven rechten h ruaten. 
Neemt men a als als snjjlgn van /|, I2 en l^ aan, dan zal de 
cirkel, die in het vlak (a^,) ligt en door de doorgangen van 
Z2, I9 en l^ gaat, twee oplossingen vertegenwoordigen, omdat 
hij 11 in twee punten sngdt. Hetzelfde geldt omtrent de over- 
eenkomstige , in de vlakken {al^ en (0^3) gelegen, cirkels. Ten 
slotte wordt een zevende oplossing vertegenwoordigd door bet 
samenstel van de lijn a met de oneindig ver gelegen rechte 
van het vlak, dat men door a evenwijdig met li kan leggen. (Bed.) 



Vraagstuk CXCIV. 

8 e. Twee punten P en P' beschrijven gelijktijdig projectieve 
puntenreeksen. Als de snelheid van P bekend is, vraagt men de 
snelheid van P' te bepalen, als behalve het paar P, P' nog de 
paren A, A' en B, B' gegeven zijn. (J. Neüberg.) 

Opgelost iio(?r Dr. W. Bouwbian , Dr. C. Stolp en Dr. H. 
DE Vries. 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 

Wanneer P en P' projectieve puntenreeksen beschrgven, 
; omhult de. rechte Pf oen kege^nede. ^p onp vrc^s(uk is die 
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kegelsnede bepaald door vijf raaklijnen, n.l. de dragers der 
puDteDreeksen beneyens de rechten AA', BB' en PP'. De be- 
paling yan de op deze rechten gelegen raakpunten is als een 
bekende constructie te beschouwen , waarom wij het op de 
rechte PP gelegen raakpunt T als een gegeven punt aannemen. 
Zg ^ de tijd, dien P en P' gebruiken om in Q en Q' te 
komen, O het snjjpunt van PQ en P'Q', T| dat van PP' en 
QQ^ De snelheden v en v' der punten P en P' zijn dus de 
grenswaarden van de quotiënten PQ : t en P'Q' : t, als ^ tot 
nul nadert. Dan valt Q samen met P, Q' met P' en Tt met 
het bovengenoemde raakpunt T. Beschouwen wg QQ' als een 
transversaal van driehoek OPP', dan hebben wg volgens de 
stelling van MEürELAüs 

FQ' X PT, X OQ = OQ' x P'T, x PQ. 

Deelen wij de factoren P^Q' en PQ door t en gaan wij over 
tot de grenswaarden voor ^ = O, dan vinden wij 

«' X PT X OP = OP' X FT xvy 

waarin alleen v' onbekend is. Door invoering van een tweede 
onbekende Y kan men de laatste vergelijking nog vervangen 
door de evenredigheden 

OP:OF=r:V. 

PT : P'T = V : p', 

waaruit de constructie van Y en v' voldoende blgkt. 

Vraagstuk CXCV. 

Q 2. Een in een ruimte van vier afmetingen gegeven onveran- 
derlijk ruimtestelsel wordt zoo om den oorsprong O van een recht- 
hoekig coördinatenstelsel gedraaid , dat de projecties P,^ en T^ van 
een willekeurig gekozen punt P, op de vlakken 0(X|X^) en 
0(X3X4), met onveranderlijke snelheden cirkels om O beschrijven. 
Welke baan doorloopt de projectie P^j? (Dr. P. H. Schoxtte.) 

Opgelost door Dr. S. L. van Oss en Dr. H. de Vries. 

Oplossing. 

Wanneer de punten P,2 en P34 in de vlakken OCXjX^) en 
OCXjX^) met standvastige snelheden cirkels om O beschrgyen, 
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dan voeren de punten P^ en P3 op de assen OX^ en OX3 bar- 
monisohe bewegingen uit, om O als eyenwichtsstand. De samen- 
stelling dezer twee bewegingen in het vlak 0{X^i) levert 
Yoor de baan van P23 de figuren van Lissajoits op, die, al 
naar gelang van het phaseverschil der beide bewegingen op de 
assen , yerschillende gedaanten vertoonen. (Zie P. EL Bchouts, 
JMehrdimensionale Geometrie y I, p. 231, Att%abe 250). 

Opmerkingbk tan Dr. 8. L, yah Oss. In het bgzondere 
geval , dat de bewegingen van P,2 en P34 van dezelfde periode 
zgn, worden deze figuren ellipsen; bevindt zich bovendien P 
in een der vlakken 0X^X3 of OX4X1 , dan worden de kleine 
assen dezer ellipsen nul en T?^, P4, nemen enkelvoudig har- 
monische bewegingen aan, van dezelfde periode en V^w in 
phase verschillend. 

Dit alles blgkt onmiddellgk, wanneer men den overgang van 
het projectiestelsel 12—34 op 23 — 41 uitvoert in den op het 
vlak van teekening neergeslagen vlakkencyclus OXiX^» OX^X,, 
0X3X4, OX4X,. 

De eenvoudige beschouwing der figuur, welke het laatalge- 
noemde geval voorstelt, stelt ons in staat de eigeoechappen 
der (gelijkbeenige dubbeldraaiing" vast te stellen. 

Merken we eerst op, dat de ligging van P in OX^X, of in OX4X, 
niet als bijzonder geval geldt, daar door elk punt van K4 een 
vlak kan gebracht worden, dat elk der beide vlakken OX1X3 
en 0X3X4 rechthoekig volgens een Ign svijdt, welk il$k als 
codrdinatenvlak mag gelden. 

We vinden dan: 

1^. Elk punt heeft een eenparige cirkelbeweging om O, die 
de resultante is van twee onderling loodre<Ate enkeliwndig 
harmonische bewegingen met phaseversehil. 

2^. Het baanvlak van een punt vormt met elk iet dnai- 
vlakken OX1X2 en OX3X4 een paar gelijke standhoeken. 

3^ De baanvlakken kunnen twee aan twee in normale paren 
aan elkaar toegevoegd worden, die even goed als OXjXj en 
0X3X4 als rotatievlakken kunnen gelden. 

De onder 29 genoemde eigenschap breidt zich dientengevolge 
uit tot: 

4^. Elk tweetal baanvlakken heeft een paar gelijke stand- 
hoeken, of: 
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de rlakkea die als rotatiedakkea küooen gelden ran een 
gelgkbeeoige dubbeldraaiiag Tonnen een stekel, zoo dat elk 
tweetal een paar gelijke staodhoeken heeft. 

Ten slotte merken we nog op, dat er ten opzichte van een 
paar normale rlakken twee van zulke stelsels bestaan , die men 
kan onderscheiden door de tegenstelling rechts- en links-gelijk- 
bewiig. Deze twee stelsels behooren tot de gelijkbeenige 
dabbeldraaiingen , die uit elkaar ontstaan door omkeering van 
een der componenten , welke bewegingen men ereneens door 
de tegenstelling rechts en links onderscheidt. Men stelt dan 
het begrip rechts en links zoo rast, dat bij een rechts-gelgk* 
beenige dubbeldraaiing een rechts*gelijkbeenig vlakkenstelsel 
behoort. 

OPMBRKiNa VAN Dr. P. H. ScHOüTB. De door den Heer 
Yan Oss aangewezen bijzonderheden van het bijzonder geval 
worden gemakkelijk analytisch bevestigd met behulp van de 
vergelijkingen 

a?3 =t 6 cos {i^t + fi) 

x^^b sin (<^t + /u) 

waaruit voor de vergelijkingen van het baanvlak 

to, = a {a?3 cos (X — /u) — x^ sin (X — /i)} 

bx2 = a {a^ sin (X — /i) + x^ cos (X — fi)\ 

gevonden wordt, enz. 



Vraagstuk CXCVI. 

R 8 a* Van een vrij beweegbaar lichaam van onveranderlijke 

gedaante is de snelheid in een bepaald punt P gegeven. Men 

• vraagt te bewijzen , dat de bewegingstoestand ondubbelzinnig bepaald 

is, als men weet dat het lichaam door een in F aangebrachten stoot 

tot rust te brengen is. (F. Schuh.) 

Opgelost door Mevr. A. G. Kerkhoven — Wijthoff en F. Schuh. 

Oplossing van F. Sohuh. 

Nemen we het zwaartepunt Q als oorsprong en de hoofdtraag* 
heidsassen van Gj- als assen van een coördinatenstelsel aan. Zijn 



04 a a cos (^^ + X) 
>2 e a siii {^t + X) 
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tl, t; OD tr de snelheidscomponenten ipmt Q en f , ^ tm ]^ de 
rotatiesnelheden om de assen; zijn yerder f«, % «il Vg de g^ 
geren snelheidscomponenten van P(a, b, c) dan is 

V, = ii4-c^ — 6x *)i 

V ^v + ax — c^ 2), 

t;, = u? 4- 6^ — a^ S). 

Zijn X, Y en ^ de componenten yan den stoot die het 
lichaam in rust brengt, m de massa yan het lichaam en p«, 
p,, Pm de hoofdtraagheidstralen , dan is 

— mti = X 4), 

— mp = T 5), 

— mw? = Z 6), 

— wi/ö»*^ = Z6 — Yc 7), 

— m/[>,^ = Xc — Za 8), 

^fnp,\ = Ya — Xb 9). 

üit de yergelgkingen 1) ... 9) moeten we nu u, v, tOj ^, 
^ en X oplossen. Uit 4) ... 9) yolgt 

pM^^ =^ tob -- vc 10), 

p^r=zuc — wa 11), 

p^X = wi — ub 12). 

Worden de hieruit yoortyloeiende waarden yan ^, ^^ x^ 
1), 2) en 8) gesubstitueerd, dan yinden we 

f>»9yW = ^(ppW+W-^^P»^) -ohpy^v — acpM^w . . 18) , 

V*V = — a6/>*'w + vip.^pu^^d'p.^Wp?) — bep^^iff . . 14), 
VmPzW = — <^W^ —bcpyH +«^0>*Vy*+«V+^f>f*) • • 15). 

üit de laatste drie yergelgkingen kunnen we u^ v en u> 
oplossen. We yinden 

/>.% V + [«V] [«*] + [«V 0>y* + P.')] 



16), 
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waarin een paar vierkante haakjes op een som ran 3 termen 
wgsty die men door cyclische letterTerwisseliog krijgt; b.T. 
[a*p,*] ^ a*/t>," + *W + ^P^* y^oot r en ir krijgt men derge- 
lijke uitdrukkingen 9 die men door cyclische letterverschuiving 
uit die Toor u afleidt. Uit 10), 11) en 12) yindt men dan 

♦ * ^ en X. 
Zoo yindt men 

P'WP'^ + [«V] M + [«V W 4- Ps^)] 

De bewegingstoestand van het lichaam is das ondubbelzinnig 
bepaald, daar de noemer der breuken, die ti, v, w, ^fXpen x 
Toorstellen, nooit nul is. Dit zou alleen nog het geval kun- 
nen zijn als een der hoofdtraagheidsstralen , b.v. ps, nul was en 
bovendien b = c = 0, dus voor 

p, = , 6 = , e = 0; 

het lichaam is dan een staaf en P ligt op die staaf. 
Dan leveren de vergelijkingen 1), 2), 3), 10), 11) en 12) 

17, = u; — - a^ , 

p2^ = ^way 



PM\ = va, 



waaruit men afleidt 



a» 



terwgl f geheel willekeurig is ; dit was te verwachten daar de 
rotatie ^ geen bijdrage levert tot de levende kracht, noch tot 
de snelheid van P. Dit is het eenige geval waarbij de bewe- 
gingstoestand niet geheel bepaald is. 

Den stoot, die noodig is om het lichaam in rust te brengen, 
vindt men als u, t; en u^ bepaald zijn, uit 4), 5) en 6); 
men verkrijgt b.v. 
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Zga de snelheidscompoDeatea vaa P f,, 9, en &,, maar ia 
de bewegiDgstoestaod yan het lichaam niefc zoo dat het door 
eea stoot ia P tot rust te breagea is, dan zal toch eeo stoot, 
waarvan de componenten de bovengevonden waarden hebben, 
het punt P in rust brengen , daar de verandering die een stoot 
in den bewegingstoestand van het lichaam , en dus ook van 
ieder punt van het lichaam, te weeg brengt, oaafhankelgk ia 
van de aanvankelijke bewegingstoestand. Hiermede hebben we 
dus tevens den stoot gevonden ^ die bij een willekeurigen be- 
wegingstoestand van het lichaam een willekeurig punt P in 
rust brengt. 

Men kan hieruit nog iets anders afleiden. In de eerste plaats 
vindt men dat de stoot, die P in rust brengt, alleen afhanke- 
lijk is van de snelheid van P en niet van de overige beweging 
van het lichaam. Daar de door den stoot verrichte arbeid of 
de toename van de levende kracht (die steeds negatief uitvalt) 
bepaald wordt door 

hangt ook die arbeid alleen van de beweging van P af. 

De oorspronkelijke levende kracht van het lichaam by gegeven 
snelheid van P zal dus des te kleiner zyn, naarmate de over- 
blijvende levende kracht, nadat P door een stoot in P tot rust 
gebracht is , kleiner is. Nu is er een bewegingstoestand moge- 
lijk, waarbij het geheele lichaam door een stoot in P tot rust 
kan gebracht worden, en dus de overblijvende levende kracht 
nul is; die bewegingstoestand zal dus tevens diegene zgn 
waarby het lichaam, bij gegeven snelheid van P, de kleinste 
levende kracht heeft, terwijl de grootte dezer minimale levende 
kracht bepaald wordt door 

- A « - i (Xt^* + Yt;y + Zr.) 

Hieruit volgt tevens dat de stoot, die P in rust brengt, 
steeds negatieven arbeid verricht, en dus een afname der levende 
kracht tengevolge heeft. De door den stoot verrichte arbeid 
is gegeven door 
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' P.V.V + [«VI M + [<^W (p/ + p.')] 

Ook hieruit ziet men dat deze arbeid negatief is. 

Men kan zich ook afvragen hoe de beweging yan een lichaam 
zgn moety opdat het door een stoot in een enkel punt tot riist 
te brengen is. Daartoe heeft men na te gaan, hoe ti, v, w^ 
fjxpenx moeten wezen opdat uit 4) ... 9) de grootheden 
X, Y, Z, d, 6 en c opgelost kunnen worden. X, Y en Z 
Tindt men uit 4), 6) en 6), terwgl de yergelgkingen 10), 11) 
en 12) alleen dan voor a, & en o oplossingen toelaten als men heeft 

pM^^u + py V + P'\^ = 0. 

Is echter aan deze yoorwaarde Toldaan, dan zgn de verge- 
lijkingen 10), 11) en 12) afhankelijk, en is er dus een lijn van 
punten waar de stoot zoo kan worden aangebracht dat het 
lichaam tot rust komt. Dit was ook te verwachten, daar als er 
een stoot is, die het lichaam in rust brengt, het aangrjjpings- 
punt van dien stoot willekeurig kan genomen worden op de 
op de rechte Ign, volgens welke de stoot werkt, en dus het 
lichaam in rust komt door een willekeurig punt van die lijn 
vast te houden. Is aan de voorwaarde [/:>«'^t<] «= O voldaan , 
dan ontbreekt deze Ijjn alleen dan , als u =z v=sw = O is; het 
lichaam kan dan niet door een enkolen stoot in rust gebracht 
worden , tenzij tevens ^ = ^=^ = en dus het lichaam roeds 
in rust is. 



Vraagstuk CXCVII. 

K 2 d. De normale coördinaten van een punt der hyperbool van 
Kiepert zijn evenredig met sin-^ (A — f) , sin-^ (B — f) , sin— ^ (C— f), 
terwijl ze voor een punt der verbindingslijn van het symmediaanpunt 
K met het hoogtepunt H evenredig zijn met sin A + cos B cosC tgr, 
sin B + cos C cos A tg 7 , sin C + cos A cos B tg 7. Men vraagt te 
bewijzen, dat twee punten (7,) en (7^) der bedoelde hyperbool met 
een punt (^3) van KH collineair zijn , als voldaan is aan de betrek- 
king tg f , 4- tg fj + tg f^ = o. (Dr. H. A. W. Speckman.) 

Opgelost door Dr. A. J. A. Prange , Dr. H. A. W. Speckman 
en Dr. C. Stolp. 
WiBL. Opo., dl vijl 26 
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Oplossing van Dr. O. Stolp. 

De door (^,) en (^2) getrokken rechte l worde voorgesteld 
door de vergelgking 

Xx + fiy+vz^O 1). 

Substitueert men hierin voor :r, y en e de co((rdinateo van 
een punt der hyperbool van Kiepert en ook die van een punt 
van KH, dan vindt men de vergelgkingen 

X fl V ^ 

sin(A— #)"*'sin(B — 4Ö 8in (C - #) "" ' 

A (sin A + cos B cos C tg ^) + /u (sin B + cos C cos A tg ^) + 

-f- V (sin C + cos A cos B tg ^) = 0. 

Ze laten zich herleiden tot de vormen 

L sin' ^ — M sin ^ cos ^ + N cos' ^ = O . . • 2) , 

Lsin# 4-Moos# = 8)^ 

waarin 

L a A cos B cos C + /i cos C cos A + V cos A cos B , 

M = A sin A + /i sin B + V sin C , 

N s A sin B sin C + fc sin C sin A 4- V sin A sin B. 

De vergelgkingen 2) en 3) geven achtereenvolgens 
^8^ + tg0a'=M:L en tg^3 = — M:L; men heeft dns 

tg«i + tg^ + tg#3 = 0. 

Opmerking. Dat KH de hyperbool van Kiepert in H raakt, 
is gemakkelijk uit onze vergelgkingen af te leiden. Door l met 
KH te laten samenvallen maakt men 3) tot een identiteit, 
zoodat L = M = O wordt. Uit 2) vindt men dan eenvoudig 
cos' ^ = O of ^j =f^2 = 90^. Voor de coördinaten van ^, heeft 
men dus a? : y : 2f=sin-i (A— 90®) : sin-^ (B— 90'') : sin-^C— 90*) 
of wel 

;p cos A = y cos B = cos O. 

Vraagstuk CXCVIII, 

H' 9 6. Gegeven zijn de elkander kruisende rechten ^t,^2>^if ^4*^5* 
k en /. Van welken graad is het oppervlak , dat gevormd wordt 
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door de vlakke kubische krommen , die / driemaal snijden , op k 
een keerpunt hebben en op elke der vijf rechten c rusten? 

(Dr. J. DE Vries.) 

Opgelost door Dr. W. Bouwman , Dr. H. de Vries en 
Dr. J. DE Vries. 

Oplossing van Dr. H. de Vbies en Dr. J. de Vries. 

1. In eik vlak c door l liggen twee krommen, die aan de 
vraag voldoen. Immers, door de vgf ponten C« (doorgangen 
der rechten Ck) gaan oo* kubische krommen, die een dubbelpunt 
hebben in den doorgang K der rechte k. De dubbelpuntsraak- 
Ignen vormen een qnadratische involutie, waarin de dubbel- 
stralen keerpontsraaklgnen zgn van twee tot den bundel be- 
hoorende krommen. 

Liggen vier der punten Gk in een rechte g , dan bestaat elke 
kubische kromme uit de rechte g , de rechte EC5 en een andere 
door E getrokken rechte. De involutie der dubbelpuntsraak- 
Ignen is nu parabolisch, en de dubbelstralen zijn vereenigd in 
de Ign EC5. Het samenstel der rechte g en der dubbel ge- 
legde rechte EC^ vervangt derhalve twee kubische krommen 
met keerpunt in E. 

2. Met behulp van het beginsel van het behoud van het 
aantal bepalen we nu het aantal kubische krommen, die aan 
de vraag voldoen en bovendien nog een rechte c^ snijden. 

Verplaatsen we q, c^, c, en c^ zoo, dat ze / snijden, dan 
kunnen slechts de vier vlakken (fc|), (/cj, (/cj\ {Ic^ eigenlijke 
kubische krommen bevatten. De beide in {Ic^) gelegen krom- 
men (die bepaald zijn door de doorgangen van c^, c,, c^, c^, c^ 
en A;) moeten evenwel elk driemaal in rekening worden ge 
bracht, omdat ze c, in drie punten snijden. We hebben dus 
reeds 24 oplossingen gevonden. 

Oneigenlijke kubische lijnen worden geleverd doer het sa- 
menstel van de rechte l en een dubbel gelegde sngljjn van 
Cg. Cq, A; en Z. Volgens het bovenstaande moeten de beide aldus 
verkregen figuren elk dubbel geteld worden; het aantal op- 
lossingen is dus 28. Het bedoelde oppervlak is derhalve van 
den 28en graad. 

26* 
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Vraagstuk CIC. 

K 18. Als vijf punten zoo gelegen zijn dat men een vlak kan 
brengen door de voetpunten der loodlijnen, uit een dier punten 
neergelaten op de zijvlakken van het door de overige vier bepaalde 
viervlak, dan geldt deze eigenschap voor elk der vijf punten. 

(Dr. P. Zkei&an Gz.) 

Opgelost door T. J. Allersma, W. Mantel, Dr. C. Stolp en 
Dr. P. Zeeman Gz. 

Oplossing van W. Mantel. 

1. Bij elk punt P behoort een punt P, , dat er isogonaal 
mede verwant is ten opzichte van een gegeven viervlak ABCD; 
het is bepaald door de volgende betrekkingen tussohen twee- 
vlakkige hoeken 

P,ABC = DABP, P,BCA = DBCP, P,CAB = DCAP. 

Zgn nu vijf puuten , A, B, O, D, E, gegeven , dan kannen wij 
een punt Ei vinden, dat met E isogonaal verwant is ten aanzien 
van ABCD, en een punt D, , dat met D isogonaal verwant is 
ten aanzien van ABOE. Wg hebben dan onder anderen de 
betrekkingen E, ABC == DABE en DABE = CABD,, dus 
E, ABC = CABD,. Op dezelfde wijze vindt men E, BCA = ABCD, 
en E,CAB = BCAD|. Hieruit volgt, dat D, en E, symmetrisch 
liggen ten aanzien van vlak ABC. 

2. Als de voetpunten der loodlijnen uit E op de zijvlakken 
van het yiervlak ABCD in een vlak liggen , dan valt het iso- 
gonaal verwant punt E, oneindig ver. Want, is C^ het voetpunt 
der loodlijn uit E op ABD, D^ het Yoetpunt der loodlgn uit 
E op ABD, G het snijpunt yan AB met het vlak C^D^E, dan 
dan is CoED^G een vierhoek met twee overstaande rechte 
hoeken, en ligt GE in den hoek C^^GD^ antiparallel met de 
loodlijn uit G op CqDq. Het vlak door AB loodrecht op C^Do 
zal dus het isogonaal verwante punt E, moeten bevatten. Zoo 
vindt men ter bepaling van E, steeds ylakken, die loodrecht 
staan op het vlak door de yoetpunten. dus een oneindig ver 
gelegen snijpunt hebben. 

3. Ligt E, oneindig ver , dan loopen de yier doorsneden der 
vlakken, welke E, uit de zes ribben projecteeren, onderling 
evenwijdig ; de vlakken zelf zijn dus evenwijdig met een zekere 
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rechte L Hieruit Yolgt, in yerband met het boyeDstaande , 
dat de vier voetpunten Ao, Bq, Co, Dq in een vlak liggen. 

4. Het punt D, valt te gelijk met E| oneindig ver, omdat 
D, en El symmetrisch liggen ten opzichte van ABC. Dus 
zullen ook de projecties van D op de zijvlakken van ABCE in 
één vlak liggen. En hiermede is de eigenschap bewezen. 

Oplossing van Dr. C. Stolp. 

1. Wg beschouwen vijf willekeurig in de ruimte gelegen 
punten A, B, C, P, Q, en construeeren het voetpuntenviervlak 
van P met betrekking tot QABC en dat van Q met betrekking 
tot PABC ; elk dezer voetpuntenviervlakken heeft een hoekpunt 
in het vlak ABC. Zooals nader zal blijken, zijn de drievlak- 
kenhoeken, die deze voetpunten tot toppen hebben, gelijk en 
gelijkvormig, üit deze eigenschap volgt onmiddellijk, dat de 
ontaarding van een der voetpuntenviervlakken in een vlakke 
figuur de ontaarding der overige medebrengt, zoodat het bewijs 
van de genoemde eigenschap de oplossing van ons vraagstuk 
in zich sluit. 

2. In de pyramiden PABC en QABC beschouwen wij drie 
zijvlakken, die door een der ribben li(i=l, 2, 8) van het 
grondvlak ABC gaan, nl. het grondvlak G, het vlak Yj, dat 
P, en het vlak Wj , dat Q bevat. Zijn nu P' en P{ de projecties 
van P op Q en Wj, Q' en Qj die van Q op G en V|, dan 
vormen FP» en Q'Q; twee overeenkomstige ribben van de 
drievlakkenhoeken , die in P' en Q' hun toppen hebben. 

Wanneer (zie fig. 15) in het platte vlak drie rechten door 
één punt gaan, zijn de voetpuntendriehoeken van het punten- 
veld met betrekking tot die rechten gelijkvormig. Yoor de 
punten der ruimte geldt natuurlijk dezelfde eigenschap met be- 
trekking tot drie platte vlakken, die door ééne rechte gaan. 
In fig. 16 en üg. 17 zijn de voetpuntendriehoeken PTP; en 
Q'QjQ der punten P en Q met betrekking tot de door h gaande 
vlakken G , Y; en Wi voorgesteld ^). Als gelijkstandige hoeken 
van gelijkvormige driehoeken zijn de hoeken F en Q' even 
groot. Daar ze in evenwgdige vlakken liggen en bovendien 
PT evenwgdig is met Q'Q, zal men het been Q'Q; door een 



*) Gemakshalve zijn ze in één plat vlak geteekend. Men denke ze zich in twee 
vlakken loodrecht op /j 
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halye omwenteling om Q'Q als as evenwjjdig met P'Pi kannen 
maken. De beenen der gelijke hoeken hebben dan gelgke of 
tegengestelde richtingen , naarmate P en Q aan denzelfden kant 
of aan weerskanten yan G liggen. 

Neemt men yoor ï achtereenyolgens 1 , 2 en 3 , dan siet men 
unmiddellijk in, dat de drieylakkenhoek Q'QtQaQs door een 
halye omwenteling om Q'Q als as een stand yerkrijgt, waarbij 
de ribben gelijk of tegengesteld gericht zijn met die yan den 
drieylakkenhoek PT1P2P3; deze drieylakkenhoeken zijn dus 
gelijk en gelijkyormig. 



Vraagstuk CC. 

H' 5 h. Men vraagt het oppervlak te bepalen , dat gevormd 
wordt door de raakkoorden der puntbollen , welke een dubbele aan- 
raking hebben met de kromme 

a. at 



(Dr. P. Zeeman Gz.) 
Opgelost door Dr. J. de Vries en Dr. P. Zeeman Gz. 

Oplossing van Dr. P. Zeeman Gz. 
De snijpunten van den puntbol 

(x-a)« + (y-^)» + (2-r)« = 
met de gegeven kromme worden bepaald door de vergelgking 

{rf7.-«)'-(nT.-'')'+<"->"=»- 

Na herleiding vindt men hieruit 
(l + t^)\hH^ - 267^^ + (6» + a* + 13^ + 7*)<* — 

2 (fl/3 + M ^ + (« - « ) V /3 • + 7 ' } = O • 

Laten wij den factor (1 4-^*J} die gelijk aan nul gesteld, de 
imaginaire cirkelpunten van het vlak XOT bepaalt, waardoor 
de ruimtekromme gaat, buiten beschouwing, dan hebben we dus 
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Zal de puntbol in de punten ^ en ^^ met de kromroe eene 
dabbele aanraking hebben, dan moet deze yergelgking identiek 
zijn met 

of als men stelt /, + /^ = ti , ^j/^ = t?, met 

^ — 2ufi + (m« + 2v) i* - 2uvt + 1?» = 0. 
Er moet dus voldaan worden aan de voorwaarden 

« = r, «. + 2. = ^' + ^' + ^'+^', 

a^ + Jy , (a-a)»4-0» + 7» 

6« ' 6» 

Door eliminatie van a, /3 en 7 viodt men hieruit de vol- 
gende betrekking tusschen de parameters u en v 

[a« +&»{«*+(»- 1)*J]* - 40'6't»» = O , 
die zich laat splitsen in de beide volgende vergelijkingen 

iV-f {Kf- 1) — oi'-2o6 = 0,. . . . 1) 
en ó««« -f |6(t» - 1) + a|* -f 2ai = 0. . . . . 2) 

De koorde, die de punten ^, en ^ der ruimtekromme ver- 
bindt, wordt bepaald door de beide vergelgkingen 

(tl -h (2) (x-a) + {t,t^ « 1) y + _ = o , 

of, als we ook hierin t^ + t^ door u en ^1^2 door v vervangen, 
door 

(r — !> — wy + a = O j 

az 3) 

M(ir - a) + (t^ - 1) y + -y- = O ^ 

Deze vergelijkingen stellen dus de raakkoorde voor van een 
puntbol, die eene dubbele aanraking heeft met de gegeven 
kromme, wanneer slechts tusschen u en t; de betrekking 1) 
of 2) bestaat. Eliminatie van u en r uit de vergelijkingen 1) 
en 8) of 2) en 3) levert dus de vergelijking op van de meet- 
kundige plaats dier raakkoorden. Het door hen gevormde op- 
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perrlak bestaat das uit twee deelen; xg worden Toorgesteld 
door de yergelgkingen 

a(6y— a?2f)*4-a(a:*+y*— aa:+&c+y0— aft)*— 2«(aj>+y*-ar)' = O, 

en a{bif - X2f+a(j^'\ y* - ait+6a?+y«— a6)*+ 26(ar'+y* — ax)^ = 0. 

Het gevraagde oppervlak valt dus uiteen in twee biquadra- 
tisohe oppervlakken. Daar 

6y— a;2? = 0, ac^ + y* — ax + bx + yz — a6 = 0, x^ + y^ — ax^O 

de vergelijkingen zijn van drie quadratisohe regel vlakken door 
de gegeven kromme, zal deze op elk der beide biquadratische 
regelvlakken dubbelkromme zgn. De punten dier kromme zijn 
de eenige reSele punten van het tweede dezer oppervlakken. 

Noemt men het middelpunt van een puntbol, die eene dub- 
bele aanraking met een gegeven ruimtekromme heeft, een 
brandpunt dier kromme en de raakkoorde van dezen puntbol 
de bg dit brandpunt behoorende richtlijn^ dan bleek vroeger 
(zie de oplossing van N^. 103), dat de meetkundige plaats der 
brandpunten uit twee biquadratische ruimtekrommen bestaat, 
waarvan de eene alleen imaginaire brandpunten bevat. In 
overeenstemming hiermee blgkt nu , dat de meetkundige plaats 
der riohtlgnen uit twee biquadratische regelvlakken bestaat, 
waarvan het eene alleen imaginaire richtlgnen der kromme 
bevat. 
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Het Wiskundig Genootschap onder de ziifpreuk: ^Een onteer- 
moeide arbeid komt alles te boven" opgericht in 1779, tracht de 
beoefening der Wiskunde te bevorderen door 

a) het houden van vergaderingen, 

b) het uitgeven van tijdschriften, 

c) hot uitgeven van een reeks vraagstukken ter oplossing Toor 
de leden, later gevolgd door de oplossingen, 

d) het uitschrijven van prijsvragen, 

e) het inrichten eener boekerij , enz. 

De vergaderingen worden zooveel mogelijk maandelijks te Amster- 
dam gehouden , in de maanden van October tot Maart. 

Het tijdschrift f. Revue semestrielle des publications maihématiqiies' 
tracht iii den kortst mogelijken tijd beknopte opgaven te verschaffen 
omtrent de in de verschillende wiskundige tydschriften opgenomen 
verhandelingen. Het verschijnt jaarlijks in twee stukken, ieder van 
ruim honrlerd bladzijden. 

Het tijdschrift getiteld j,Nieuw Archief voor Wiskunde^* gere- 
digeerd door Dr. J. C. Kluyver te Leiden, Dr. D. J. Korteweo te 
Amsterdam en- Dr. P. H. Schocte te Groningen bevat wiskundige 
verhandelingen. Elke twee jaar verschijnt een deel, bestaande uit 
vier stukken van ongeveer vijf vel drnks. 

Da voornaamste der door de leden ingezonden oplossingen van 
de voorgestelde vraagstukken worden gepubliceerd in de , Wiskundtyf 
Opgaven y'' geredigeerd door Dr. J. De Vriks te Utrecht. Elk deel 
bevat de oplossingen van 200 vraagstukken in ruim 400 bladzijden; fa et 
verschijnt in twee of drie jaar en bij stukken van ongeveer vier vel druks. 

Jaarlijks wordt door het Genootschap een twaalftal prijsvragen 
uitgeschreven. Zij , die na verloop van tijd tien prijsvragen hebben 
beantwoord, verkrijgen den titel van lid van verdienste. 

De bibliotheek, waarvan de boeken op aanvraag bij Dr. C. P. 
Burger, bibliothecaris van de Universiteits-bibliotheek te Amsterdam, 
aan de leden worden verzonden, is op de hoogte van den tijd, daar 
het Genootschap in ruiling is met de voornaamste wiskundige genoot- 
schappen in het buitenland. 

De jaarlij ksche contributie van de leden der Vereeniging bedraag-t 
/ 5,00 (entree/ 1,00). 

Zij, die nog geen lid zijn en mochten verlangen lid te worden, 
gelieven zich aan te melden bij den Ondervoorzitter, Dr. D. Coe- 
LiNOn, Van Breestraat HG, Amsterdam. 
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